MATEMATIKA

U okviru devetog dijela predavanja predvideno je da studenti savladaju slijede¢e programske
sadrzaje:

1. Pojam neodredenog integrala. Tablica osnovnih integrala.

2. Metoda smjene (supsitucije) za izraCunavanje neodredenog integrala.
3. Metoda parcijalne integracije.

4. Integracija racionalnih funkcija.

IX. 1. Pojam neodredenog integrala. Tablica osnovnih integrala.

IX.1.1. Definicija i osnovne osobine neodredenog integrala

Neka su funkcije f i F definisane na nekom intervalu (a,b). Ukoliko je funkcija F

diferencijabilna na tom intervalu i ukoliko za sve x e(a,b)vrijedi F'(x)= f(x) tada je za

funkciju F kazemo da je primitivna funkcija funkcije f . Imajuéi u vidu da je, za neku
konstantu C

(FO)+C) =F(x)=1(x)
vidimo da je i funkcija F (X)+C takoder primitivna funkcija funkcije f .

Skup svih primitivnih funkcija funkcije f na intervalu (a,b) zovemo neodredenim
integralom funkcije f iu ovom slu¢aju pisemo:

[ F09dx=F(x)+C,

gdje je C proizvoljna konstanta iz skupa realnih brojeva.

Iz definicije neodredenog integrala vidimo da su operacije diferenciranja i integriranja jedna
drugoj inverzne operacije: drugim rije¢ima, izvod integrala jednak je podintegralnoj funkciji i

obratno, integral izvoda funkcije jednak je toj funkciji (do na aditivnu konstantu C).
Neodredeni integral ima slijedece osnovne osobine.

d|[ (x| = f (0dx;

Jd(f o) =f(+C;

.[a- f(x)dx = aj f(x)dx, gdje jea konstanta;
[IF 00 =g00kx = [ f()dx£[ g(x)dx.

Eal A

Na zalost, ne postoji nain za izraCunavanje integrala proizvoda ili integral koli¢nika, kao §to
je to bio slu¢aj sa izvodima. Mi ¢emo govoriti o nekim jednostavnijim metodama integracije.
Napomenimo na pocetku da neke neodredene integrale nije moguce napisati pomocu

elementarnih funkcija. Takav integral je, na primjer integral funkcije f (x) —e ¥
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Pri izraCunavanju neodredenih integrala, koristicemo se slijedecom tablicom osnovnih
integrala.
Tablica osnovnih integrala

n+l1

X

1. Idx=x+C; 2. Ix”dx: +C,n=-1;
n+1
3. J.d—x =1In|x|+C; 4. Ie"dx =e"+C;
X
X ax :
5. Ia dx = +C; a>0 6. Ismxdx =—cosx+C;
Ina
) dx
7. Icosxdx =sinx+C; 8. J. —— =—ctgx+C;
sin” x
dx _ dx [ arcsinx+C, .
9. ICOSZX = tgx+C; 10. h—x2 _{—arccosx+C2’
dx dx
11. =arct : 12. = NE ==
J.1+x2 arctgx+C; j\/E ln‘x+ x"+1|+C

IX.1.2. Primjena neodredenog integrala u ekonomiji

Integrali imaju svoju primjenu u ekonomiji, o kojoj ¢emo nesto vise govoriti kada budemo
govorili o odredenom integralu. Napomenimo da integrale u ekonomiji mozemo primijeniti za
odredivanje nepoznate ekonomske funkcije ukoliko je poznata marginalna funkcija te funkcije
uz neki pocetni (ili neki drugi) uslov. Pocetni uslov nam je neophodan kako bismo na
jedinstven nacin odredili nepoznatu ekonomsku funkciju, jer neodredeni integral nije
jedinstvena funkcija, tako da moramo jednozna¢no odrediti konstantu koja se u njemu javlja.

Primjer 1. Ukoliko je funkcija marginalnog troska MC(Q)=Q*-Q, odredi funkciju
ukupnog troska, ako je poznato da fiksni troSkovi proizvodnje iznose 15.

Rjesenje. Kako je MC(Q)=C'(Q), toje C(Q):IMC(Q)dQ, pa imamo

C(Q)= J.(Q2 —Q)dQ = %Q3 — %Qz +C, gdje je C neka konstanta koju ¢emo odrediti iz

pocetnog uslova. Naime, poznato nam je da fiksni troskovi proizvodnje iznose 15. Kako su
fiksni troSkovi proizvodnje troSkovi koje imamo kad ne proizvodimo nista, tj. kad

proizvodimo Q=0 jedinica proizvoda, to znati da je C(0)=15. Kako je
C(Q)= %Q3 —%Qz +C, to je C(0)=C, odakle imamo da je C =15, pa je trazena funkcija

ukupnihn troskova data sa C(Q) = %Qs - %Qz +15.
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IX.1.3. Rjesavanje integrala neposredno koriste¢i tablice i osnovna svojstva neodredenog
integrala (direktna integracija)

Koristenje tablice osnovnih integrala mozemo ilustrirati slijede¢im primjerima.

Primjer 1.  IzraCunati integral I\/;dx.
1
Rjesenje. Podintegralnu funkciju VX mozemo napisati kao Jx=x2, pa primjenjujuéi tablicu
. 1,.
integrala (n = E) imamo

Lrl

J'\/;dx: 1(2

—+1

3
+C:gx2+C
3

N
N o

Primjer 2. IzraCunati integral I VX¥/xdx.

Rjesenje. U ovom slucaju podintegralna funkcija je oblika

E+l

\/ =x® —x3 , pa imamo J.\/ xdx = Ixe’dx— +C=

+1
3

5
+C:§x3+C
5

w01 %

Primjer 3.  Izracunati integral J.g)dx

Rjesenje. Nakon kvadriranja izraza u brojniku, integral moZemo napisati u obliku sume tri
tabli¢na integrala. Imamo:

J‘ X+1 J‘X +2X+1 jxdx+J‘2dx+Jédx:X—22+2x+ln|x|+C.

Primjer 4.  Izracunati integral IZX -37dx.

2)*
. v . X ( = 2X
Rjesenje. _[2 -37dx = J.( jdX—I ( j+c—3x(|n2_|n3)'
n J—
3

IX.2. Metoda smjene (supsitucije) za izracunavanje neodredenog integrala.

Ukoliko primitivnu funkciju funkcije f ne moZemo naéi direktnom integracijom mozemo
pokusati metodom smjene tj. uvodenjem nove promjenljive. Nakon uvodenja nove
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promjenljive moramo i diferencijal stare promjenjive izraziti preko diferencijala te nove
promjenljive. Vazno je zapamtiti da stara promjenljiva ne moZe ni u kom obliku biti pod
integralom. Kada nademo traZenu primitivnu funkciju trebamo se vratiti na staru
promjenljivu.

Uz pretpostavku diferencijabilnosti funkcije ¢, opcenito vrijedi :

J £ 00| =00 = [ oo .

U ovom sludaju kazemo da smo promjenljivu x zamijenili nekom funkcijom ¢(t) nove

promjenljive t.

Primjer 1.  Izracunati integral I(3 — 2X)gdx :

Rjesenje. U ovom integralu ¢emo uvesti smjenu t =3—2x. Sada je potrebno da dx izrazimo
preko dt. To ¢emo uciniti tako $to ¢emo diferencirati jednakost t=3—-2x, paje dt =—2dx,

odakle je dx = ~3 dt. Cio opisani postupak uvodenja smjene je uraden izmedu dvije uspravne
crte pored integrala. To ¢emo ¢Ciniti i u ostalim primjerima, zato posebno obratite paznju na

postupak unutar dvije uspravne crte.

5 3-2x=t 1t10 1
[(3-2x)’dx=| —2dx = dt :——'[t dt=—2 5 +C =5 B-220"+C.

210
dx =——dt

Primjer 2.  Izracunati integral I XA/1-x%dx .

Rjesenje. U ovom integralu bi bilo zgodno uvesti smjenu 1—-x* =t. Kako bi mogli uvesti tu
smjenu, moramo biti u mogucnosti izraziti 1 ostatak podintegralne funkcije kao funkciju od

nove promjenljive t i dt. To je moguce, jer je dt:d(l—xz):—Zde, pa je xdx:—%dt.

Dakle, imamo
1-x* =t .
—2xdx =dt
jx\/l—xzdx: :——jfdt_——— C_——(l x*)V1-x* +C.
xdx:—ldt 2
2

Umjesto smjene 1—x* =t, medutim mogli smo uvesti i smjenu 1—x* =t* (pokusajte sami
uraditi zadatak pomocu ove smjene).
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dx
5
(2—-5x)2
Rjesenje. U ovom zadatku je najbolje uvesti smjenu t=2-5x, a zatim postupati analogno
kao u prvom zadatku ovog paragrafa. Postupak smjene objasnjen je izmedu dvije uspravne
crte:

Primjer 3.  IzraCunati integral I

2—5X:t 3

—5dx = dt 2 3
J.LF,: 1 ——% d—stz—%-—3+C:%(2—5x) 2+C;
(2-5x)2 dx=—gdt t2 )

Napomenimo da smo konstantu 5 izvukli pred integral, a zatim koristili ¢injenicu da je

1 =2
=t
t2
Primjer 4.  IzraCunati integral J. dx
' S IO

Rjesenje. U ovom integralu ¢emo uvesti smjenu X =at, jer je u tom slucaju
X’ +a’ =a’ (t* +1), pa imamo

X =at
J. de > =|dx = adt :jza—dtzzlj%:larctgwc:larctgﬁ+c.
X“+a X a(l+t) a(1+t) a a a
t=—
a
Zapamtite kao tablicni integral:
dx 1 X
I — =—arcrg—+C.
X" +a a a
Primjer 5 Izracunati integral j dx
| Sl

Rjesenje. Ovaj integral ima podintegralnu funkciju oblika

D za g>0. Svodimo ga na
+

tabli¢ni integral tako §to prvo izvudemo koeficijent uz x?, odnosno napisemo

2
ax’+b= a(x2 +Ej = a[x2 +£\/EJ J, a potom primjenimo tabli¢ni integral koji smo izveli
a a

u prethodnom zadatku.

dx 1 dx 1 X \/5
== = arctg| — |+C =—arctg(x+2 )+C.
J.2x2+1 2 7Y 5. 1 g 1 2 g( J_)
X"+ E 2 \/5



- . dx
Primjer 6.  IzraCunati integral I .
2
VX2 -4

Rjesenje. U ovom integralu je nazivnik podintegralne funkcije oblika v/x*+a®, a>0. Kod
integrala ovog tipa ¢emo uvesti smjenu X=at, dx=adt. U ovom konkretnom slucaju je
a=2, pa smjenu uvodimo onako kako je naznaeno unutar dvije uspravne crte. Nakon
izvlaCenja konstante i1 skra¢ivanja dobijamo tabli¢ni integral. Imamo:

X =2t
j X _gx= 2dt
xz—

In‘t+\/t2 —1‘+C =

7| \/4(t2 -1 ) I Jtz

2

2
ST LY (FAS | I T L
2 2 2
1(x+\/x2—4)
—In2 takoder realna konstanta, dobijamo
I _In‘x+\/x —4‘+C.

Analogno bi postupali i u sluc¢aju kada bi u nazivniku imali sabiranje pod korijenom.

x> —4

+C=In +C.

(s i 2)

Imajuéi u vidu da je In +C= In‘x+\/x2—4‘—ln 2+C, kao i Sinjenicu da je

Zapamtite kao tablicni integral:

J.L +C.
Vx? +a?

= In‘x+ x?+a?®

. dx
Primjer 7. IzraCunati integral .
I~
Rjesenje. U ovom slu¢aju nazivnik podintegralne funkcije je oblika v/a®—x’ , pa ¢emo uvesti
smjenu X = at, analogno kao u prethodnom zadatku. U nasem konkretnom sluéaju je a’ =5,

paje a= J5 . Imamo:

x = /5t
[ ax = |dx = V/5dt| = | 5

5-—x? (= X

N3

Zapamtite kao tabliéni integral:

[

. . X
=arcsint+C =arcsin—=+°C..

5 5t2 J5

=arcsin— + C.

95



Primjer 8.  IzraCunati integral J.L

\V3-4x*
Rjesenje. Nazivnik podintegralne funkcije u datom integralu je oblika vb—ax® , pri ¢emu su
brojevi a i b pozitivni. Zbog toga ¢emo, analogno kao u primjeru 9. prvo izluciti koeficijent

2
uz x> da dobijemo b—ax? =a- g—xz =Ja- (gj —x%, a potom primjenimo tabli¢ni

integral koji smo izveli u prethodnom zadatku Dakle

Zax.

arcsm +C.

Primjer 9.  Izracunati integral I
1+x*

Rjesenje. U datom integralu u nazivniku je funkcija 1+ x*, pa je prirodno prvo pokusati uvesti
smjenu 1+ x* =t. Ovu smjenu je moguée uvesti samo ukoliko smo u moguénosti ostatak

podintegralne funkcije izraziti preko t i dt. Kako je dt=4x%dx, to je x3dx:%dt, pa je

moguce uvesti ovu smjenu. Imamo:

Ly X =t dt 1 1
—dx_4x3dx dt| = 1 —=ZInt+C==In(l+x")+C.
o dt| 4°t 4 4

xdx = —

Napomenimo, na kraju da ukoliko bismo u brojniku razlomka pod integralom imali funkciju
x? ili naprimjer X, ovakva smjena ne bi imala smisla, jer ne bismo mogli na¢i nagina da
ostatak podintegralne funkcije izrazimo kao funkciju od t i dt i da pri takvoj smjeni

dobijemo integral ¢ije rjeSavanje je jednostavnije od rjeSavanja polaznog integrala.

2X+5
x* +5x+29
Rjesenje. U ovom integralu je brojnik podintegralne funkcije diferencijal od nazivnika, pa je
smjena t = x* +5x+29 ocigledna. Imamo:
I 2x+5 _[t=x*+5x+29 _ rdt
x2+5x+29  |dt=(2x+5)dx|

Primjer 10. Izracunati integral I

=Int+C =In(x* +5x+29) +C.

Ukoliko nam je dat integral kod kojeg je brojnik podintegralne funkcije diferencijal nazivnika,
taj integral uvijek rjeSavamo tako §to uvedemo smjenu t= f(X), gdje je f(x) nazivnik
podintegralne funkcije.

Opdenito vrijedi:
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F0 gy —
jf(x)dx_|n|f(x)|+c

2)

IX.3. Metoda parcijalne integracije

Neka su nam date dvije funnkcije u i v, koje su diferencijabilne i ¢iji izvodi su integrabilne
funkcije.
Diferencijal proizvoda funkcija u=u(x) i v=v(x) je:
d(u-v)=vdu+udyv,
a integral diferencijala ovog proizvoda je:
Id(u-v)zfvdu+fudv.
Iz ove jednakosti dobijemo formulu koja glasi:
Iudv:u-v—jvdu.
Na ovoj formuli se zasniva metod parcijalne integracije, koji ima dva koraka. Prvi
korak se sastoji u tome da funkciju f(x)dx u integralu I f(x)dx napiSemo u obliku

u(x)dv(x), pri ¢emu smo funkcije u i v pogodno odabrali. Tada se izraCunavanje integrala
.[ f (x)dx svodi na izraCunavanje integrala jv(x)du(x). Izraz pogodno odabrane funkcije u i

Vv znaci da je integral jv(x)du(x) jednostavniji za izracunavanje od polaznog integrala, kao i

to da iz datih uslova mozemo egzaktno odrediti funkciju v, jer u suprotnom metoda parcijalne
integracije nema smisla.

Postoje neka okvirna pravila $ta odabrati za funkciju U a $ta za funkciju v, pri cemu
ta pravila nisu strogo matematicka jer imaju i svoje izuzetke. Mi ¢emo ih, ipak navesti.

Ukoliko je funkcija f proizvod logaritamske funkcije, ili inverzne trigonometrijske
funkcije i neke druge funkcije, treba pokusati rijesiti taj integral uzimajuéi da je u jednako toj
logaritamskoj funkciji ili toj inverznoj trigonometrijskoj funkciji, a za dv uzimajuéi ostatak.

Ukoliko je funkcija f proizvod neke eksponencijalne funkcije i neke druge funkcije,
treba pokusati rijesiti integral uzimajuci za dv da je jednako proizvodu te eksponencijalne
funkcije sa dx, a za u uzimajuci ostatak.

Ukoliko je funkcija f proizvod funkcije sin ili cos i neke druge funkcije, tada
uzimamo da je dv=sinxdx ili dv=cosxdx, a ostatak uzimamo za u .

Jo§ jednom napominjemo da ova pravila imaju i svoje izuzetke, te da ih treba uzimati
samo kao putokaz pri rjeSavanju datog problema.

Primjer 1.  IzraCunati integral jx In xdx .

Rjesenje. Stavljamo u=Inx. Ostatak je xdx, pa uzimamo da je dv=xdx. Iz ove jednakosti
trebamo izracunati funkciju v koja zadovoljava jednakost. To ¢emo uciniti integraljenjem:

1 . ..
V= jxdx =5 x> (ovdje ne dodajemo konstantu). Skraéeni postupak parcijalne integracije dat

je izmedu dvije uspravne crte. Dakle,
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u=Inx
dv = xdx
2
lenxdx: du=% :u-v—jvduzlnx-x__lsz.%:

X 2 2 X
X2

V=—
2

X2

_ 1., X
=—Inx-=x"+C=—(2Inx-1)+C.
2 4 4

Primjer 2. IzraCunati integral _[xln(xz —1dx.

Rjesenje. U ovom integralu ¢emo, kao i u prethodnom primjeru staviti u=In(x*-1),

xdx = dv, odakle je v:%xz. Imamo:

u=In(x*-1)
2X
xIn(x? —1)dx = R (¢ 1) [ _dx
I VR dv=xdx | 2 - _Ixz—l '
X2
V:_
2

Kako bi izradunali posljednji integral, podijelit éemo (sa ostatkom) x* sa x> —1. Dobijamo:
X2 (x* =1 =x
_(x*-x)
X

To zna¢i da je koli¢nik pri dijeljenju jednak x, kao i da je ostatak upravo x. Sada

podintegralnu funkciju moZemo napisati u obliku:
3

=X+ , odakle je
x? -1 x? -1 J
x* X 1, X
sz—_ldx=fxdx+sz_ldx=5x +_fx2_1dx.

Posljednji integral ¢emo izradunati uvodenjem smjene t = x* —1, jer je tad xdx = Edt , pa je

I 2X dx == %=1In|t|:lln‘x2—1‘+c.
X“ -1 27t 2 2
Sada smo izracunali sve integrale, pa se moZemo vratiti unazad. Imamo:
2 X2 2 X2 1 2 X2 _1 2 X2
jxln(x —1dx = ?In(x —1)—?—§In(x -1)+C= In(x —1)—?+C.

Primjer 3.  Izracunati integral J.Xze’xdx :
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Rjesenje. U datom integralu imamo eksponencijalnu funkciju, pa ¢emo uzeti dv=e “dx,
u = x*. Odavde je v=je‘xdx =—e*, paimamo:

2

u=x
[ xtedx = g\lj fs_):g); =—x’e” +2 xedx.
v=—e"

U integralu na desnoj strani ¢emo ponovo primijeniti parcijalnu integraciju, stavljajuci
dv=edx i u=x. Imamo:

u=x
du = dx
xe *dx = _ =—X ‘X+j Ydx=—xe ¥ —e ¥ +C.
J'ed 4V = e *dx e e d e e C
v=—"*

Uvrstavajuci ovo u polazni integral dobijamo
j xe¥dx =—xe ¥ +2(—xe ¥ —e ¥ +C) =—(xX* +2x+2)e * +C.

IX.4. Integracija racionalnih funkcija

Racionalna funkcija je funkija oblika B () , gdje su P,(x) i Q,(x) neki polinomi stepena n
X

m

i m respektivno. Ukoliko je n>m, tada polinom P, (x) mozemo podijeliti polinomom
Q,,(x) 1 dobiti neki koli¢nik i ostatak ¢iji stepen je manji od n. Zbog toga mozemo smatrati

da kada govorimo o racionalnoj funkciji govorimo o funkciji koja je koli¢nik dva polinoma
pri ¢emu je stepen polinoma u brojniku manji od stepena polinoma u nazivniku (n<m).
Poznato je da svaku takvu racionalnu funkciju mozemo napisati u obliku zbira prostih
(parcijalnih) razlomaka, odnosno racionalnih funkcija koje imaju sljedeca dva oblika:

a) ( A )k , gdje je k neki prirodan broj, a A i a su neke realne konstante i
X—a
Ax+ B . . - .
b) —————————, gdje je m neki prirodan broj, gdje su A, B, p i g neke realne konstante,
(x*+ px+q)

pri éemu pretpostavljamo da trinom x>+px+q nema realnih nula (jer u suprotnom bismo
racionalnu funkciju ovog oblika mogli napisati kao sumu funkcija oblika a)).

Ranije smo vidjeli kako metodom smjene (t=x-—a) izraCunati integrale oblika a).
Podsjetimo se,

za k=1ije idx:AIn|x—a|+C,

X—a
za k>2 je j(x—Aa)m dx=1_Am(x—a)1‘m+C.
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Pogledajmo sada kako se izra¢unavaju integrali oblika AX—+Bm . Integral ovog oblika

X* + pxX+q
se rjeSava u sljedec¢ih nekoliko koraka:

1. IzraGunamo izvod nazivnika podintegralne funkcije, tj.
(x*+ px+q)’ =2X+p

2. Odredimo konstante M i N takve da vrijedi
Ax+B=M (2x+p)+N.

3. Integral rastavimo na sumu dva integrala:
_[ AX+B J- 2X+p dx+ NJ‘ :

x? +px+q X* + px+q X* 4+ pX+q
U integralu I, funkcija u brojniku je izvod od nazivnika i njega izra¢unavamo metodom
smjene.

Objasnimo kako izracunati integral |,.

=MI, +NI,.

Kao prvo, nazivnik podintegralne funkcija ¢emo svesti na kanonski oblik:
2

2
P P
X2+ pX+Q=| X+— -=,
px+(q ( 2) +q 4

a potom uvesti smjenu x+§= t, x=t —g, dx =dt i dobiti

IZJ‘ dx :J‘ dt
T
4

2

Integral na desnoj strani je tabli¢ni integral, u kojem je izraz q—pT pozitivan ili negativan.

......

Ukoliko trinom x* + px+q ima realne nule, odnosno vrijedi: Ax+B = Ax+B

X2+ px+q  (x=x)x=x,)
ovaj razlomak mozemo rastaviti na zbir prostih razlomaka oblika,
Ax+B _ A B,

= + .
(X—Xl)(X—XZ) X=X X=X
U prva dva primjera ¢emo pokazati kako se izracunavaju integrali kod kojih je A=0, iako
¢emo se s takvim integralima sretati i kasnije.

dx

-X+2

Rjesenje. Jedini problem sa kojim se susre¢emo pri rjeSavanju ovog integrala jeste kako
napisati trinom x*—x+2 u kanonskom obliku. Posmatramo koeficijent uz x, koji je jednak

Primjer 1.  IzraCunati integral I 5
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2
-1, pa ¢e puni kvadrat koji se javlja u kanonskom prikazui biti jednak (x —%J . Da bi dobili
1 2
jednakost sa polaznim izrazom potrebno je jo§ oduzeti drugi ¢lan na kvadrat, tj. (Ej . Dakle,

) 1) 1 1) 7 . . y
X°—X+2= X_E _Z+2= X_E +Z. Sada uvodimo smjenu na nacin kako smo

objasnili gore.
Imamo:

J- dx :J- dx x—%:t dt

X* =X +2 X_}:Z dx=dt| "2+’
2) 4 4
J—F=

1 2 2x-1

t
—arct arctg ——+C.
B A AN e
2 2
Primijetimo da je integral I— koji je preostao za izraCunavanje zapravo integral tipa
t? +—
4

dt o 7 7T o
Im, gdje je a= \/£= - kojeg smo izracunali u 1.3.

dx
32 —x+1
Rjesenje. S obzirom da je nazivnik podintegralne funkcije oblika 3x* —x+1, trebamo prvo

Primjer 2. IzraCunati integral I

izlugiti faktor uz x°, tj. broj 3. Nakon izlu¢ivanja dobijemo 3x’ —X+l=3(x2 —%X+%j.

Sada je potrebno trinom (xz —%x+%) svesti na kanonski oblik. Koeficijent uz x je —%, pa

. (2 1 1) ( 1}2 (1)2 1 ( 1)2 11
jel X —Zx+=|=|x==| | = | +==| x-=| +=.
373 6) \6) 3 6) 36

Sada imamo:
.[ dx J- dx _1-[ dx t_x___lj» dt
3x* —x+1 3(X2_1x+1 3 LAV, | ax=dt 37,11
3 3 6 36 36
1 1 t 2 6x -1
== arct +C =—=arct +C
3LV e
6 6
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Pogledajmo sada kako rjeSavati integral oblika Iﬂdx u slucaju kada je A+ 0.

X“+ pX+q
5x+2

> X
X +2x+10
Rjesenje. U ovom integralu ¢emo prvo izraz u brojniku napisati kao sumu dva izraza kao Sto
je navedeno u prva dva koraka.
Imamo:

1 (x*+2x+10) =2x+2.

2. Trebamo odrediti brojeve M i N tako da vrijedi
5x+2 = A(2x+2)+B; odnosno 5x+2=2Ax+(2A+B).

Izjednac¢avanjem koeficijenata uz X i slobodan ¢lan u posljednjoj jednakosti dobijamo sistem

Primjer 3.  IzraCunati integral I

2A=5; 2A+B =2, odakle se A:g i B=-3. Dakle, dobili smo da je

5 : o . .
5X+2:§(2X+2)—3, pa integral mozemo napisati kao sumu dva integrala kao §to je

objasnjeno u koraku 3. Imamo:

J- S5X+2 X=§I 2X+2 _I _5
X +2x+10 279 x*+2x+10 X +2x+10 2

Integral 1, se rjesava kao u paragrafu 1.3. smjenom t=x*+2x+10 pomoéu koje se dobije

I, =In(x* +2x+10).

Ostaje da se rijesi integral |,. Integrale ovakvog oblika smo rjeSavali u prva dva primjera.

Nakon svodenja nazivnika na kanonski oblik i uvodenja smjene imamo:

_t=x+
“|ldx=d

,-3l,.

dt 1 1 Xx+1
I, = —arct +C——arct —+C
2 -[x+2x+10 jX+1 ﬁ I +9 3 g 3 9 3

Konacno dobljemo

J. 25X+2 :—In(x +2x+10) - arctgx—+1+C
X°+2x+10 2 3

xdx
—2x-3°
Rjesenje. Prirjesavanju ovog mtegrala postupamo kao u prethodnom zadatku. Imamo:
(x*-2x-3) =2x-2.
Sada odredujemo M i N iz uslova
X=M(2x-2)+N =2Mx+(N-2M).

Primjer 4.  Izracunati integral I

. i 1.
Izjednacavanjem koeficijenata dobijamo 1=2M i 0=N—-2M, odakle je M = > i N=1.

Dakle, x= %(Zx —2)+1, paimamo:
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xdx 1 ¢(2x—-2)dx dx 1

j > ==\ +j > =—1+1,.

X°=2X-3 29 Xx°-2x-3 ‘x° -2x-3 2
Lako se uvjeravamo da je I, = In|x* —2x—3|.

Integral |, ¢emo izracunati na uobicajeni nacin. Kao prvo, pokazimo kako se izracunavaju

Ocigledno je da se funkcija u nazivniku moze rastaviti na faktore,

integrali oblika j

x?—a?’

pa imamo

1 A

= +

2 2 AZ

x*—a? x-a x+a

MnoZenjem sa (x—a)(X+a) i izjednacavanjem Koeficijenata dobijamo da je Aizzi,
a

1 ]
=——.Sadaje
Ay == Sada]

X—a
X+a

—|+C.

J-dx idxli

= | —1 :—I
x*—a’ 2a’x—a 2a’x+a 2a(n|x 9 n|x+a|) 2a

Ovaj integral moiemo zapamtiti kao tabli¢ni. Dakle:

dx X—a
j —— = I —|+C.
X" —a 2a |Xx+a

Sada mozemo nastaviti sa rjeSavanjem polaznog integrala. Nakon svodenja na
kanonski oblik dobijamo X2 —2x—3=(x—1)2 —1-3=(x- )2 —4,pa je:

_t=x d _ 1 Jt- 2|
~ldx = dt ft2_4_2.2

t+ 2|

Na kraju ovog paragrafa uradimo nekoliko primjera u kojima ¢emo pokazati kako rastavljati
racionalnu funkciju na parcijalne razlomke i primijenjivati metode integracije objasnjene u
specijalnim slucajevima.
To ¢emo uraditi na slijede¢im primjerima:

3

. X" +1
Primjer 5.  IzraCunati integral J.z—_'_dx .
X" —3x+2

Rjesenje. U podintegralnoj funkciji stepen polinoma u brojniku je veéi od stepena polinoma u
nazivniku, pa ¢emo prvo podijeliti (sa ostatkom) brojnik i nazivnik. Imamo

(X} +1):(x* -3x+2)=x+3

X—3
X+1

In +C.

_I 2x 3_I X — 1)

x> —3x% + 2X (oduzmemo)
3x* —2x+1

3x* —9x+6 (oduzmemo)
7X=5 (ostatak)

Dakle, koli¢nik pri dijeljenju je x+3, dok je ostatak 7x—5, pa imamo
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x*+1 7x-5

————— = X+3+————. Sada integral mozemo pisati u obliku:
X —=3X+2 X —3X+2
x3+1 7Xx-5 NG
——dx=|(x+3)dX+ | =———=—+3x+1,.
J‘x2—3x+2 -[( ) -[xz—3x+2 2 !

Diskriminanta kvadratnog trinoma u nazivniku je pozitivna, a njegove nule su x, =11 x, =3,

paje X*—3x+2=(x-1)(x-3). Sada mozemo podintegralnu funkciju u integralu |, rastaviti

na parcijalne razlomke. Imat ¢emo dva parcijalna razlomka ¢iji nazivnici su (x—1) i (x—3):
7x-5 A N B

(x=-)(x-2) x-1 x-2

Nakon mnozenja sa (Xx—1)(x—2) i grupisanja konstanti dobijamo

7Xx-5=A(x-2)+B(x-1)=(A+B)x—(2A+B).

Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene dobijamo sistem jednacina

A+B=7 . :
JA+B=5 -CijerjeSenjeje A=-21 B=9,.

Sada imamo
7X—5 -2 .
= + , paje
(x-D)(x-2) x-1 x-2
=] TX=5 dx= | TX=5 o of WX X _
X°—3x+2 (x=1D(x-2) x-1 X—2

(x-2)
(1)

Sada konac¢no rjeSenje moZemo izraziti u obliku

+C.

=-2In|x-1+9In|x-2/+C =1In

8 2 x—2)
J ZX 1 x:X—+3x+In%+C.
X°—3X+2 2 (x—l)
- e x*+1
Primjer 6.  Rijesiti 1ntegralj g dx.
X —_

Rjesenje. Stepen polinoma u brojniku ovog integrala je manji od stepena polinoma u
nazivniku, tako da nije potrebno dijeliti. Kako bi odredili na koje parcijalne razlomke ¢emo
rastaviti podintegralnu funkciju, potrebno je polinom u nazivniku rastaviti na faktore. Imamo

x* —8x = x(x* —2°) = x(x - 2)(x* + 2x + 4). Dakle,

J‘Xaf;dX:J' x*+1

4 > ax.
X X(X=2)(X* +2x+4)

Sada vidimo da ¢e nazivnici parcijalnih razlomaka biti redom X, x—2 i X*+2x+4 (0vaj
trinom ima negativnu diskriminantu, pa ga ne mozemo dalje rastavljati), pa imamo

X3 +1 A B . Cx+D

X(x—2)(x* +2x+4) X x—2 xX+2x+4
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Sada trebamo odrediti nepoznate konstante. Kao prvo, pomnozit ¢emo jednakost sa

x(x* —8), pa nakon toga izmnozZiti izraze na desnoj strani. Dobijamo

X*+1= A(x® —8) + B(X* + 2x* + 4x) + C (x> — 2x*) + D(x* — 2X)..

Sada je potrebno grupisati koeficijente uz iste stepene promjenljive x:

x*+1=x*(A+B+C)+x*(2B-2C + D)+ x(4B-2D) -8A.

Nakon izjednacavanja koeficijenata uz iste stepene u polinomima na lijevoj i desnoj strani
x*: A+B+C=1

. . . < . X’ 2B-2C+D=0
imamo sistem jednacina: N AB—2D =0
x°: -8A=1
1 3 3
¢ijerjesenje je: A=—=; B=—; C=D=—.
je rjesenje | 3 3 4
Dakle,
1 3 3
3 - — *(X+l)
X+l 8, 8 , 4 , paimamo

x(x—2)(x2+2x+4): X X—=2 X 4+2x+4
3
_[ x*+1 I lpedx 3y dx 3 x+1

; X += = dx:—llnx+§ln|x—2|+§ll.
X" —8X 8 x 8Ix-2 4°x°+2x+4 8 8 4

Integral I, rjeSavamo smjenom t=x*+2x+4, jer je dt=2(x+1)dx, pa je

l 2 -
Ilziln(x +2x+4). Sada je

3
jf—ﬂdx:—lln x+§ln|x—2|+§ln(x2+2x+4)+C:§In(x3—8)—llnx+C.
—8x 8 8 8 8 8

. dx
Primjer 7. IzraCunati integral | —/—— .
) 8 I x* +3x?
Rjesenje. U ovom integralu ¢emo nazivnik podintegralne funkcije rastaviti na faktore i dobiti
x* +3x% = x*(x* +3) = X- X+ (X* +3) , pa éemo podintegralnu funkciju rastaviti na tri parcijalna
razlomka &iji nazivnici su x, X* i (xX*+3). Imamo
1 A B Cx+D
T R R I
X“(x*+3) x x° Xx°+3
Nakon mnozZenja sa x*(x* +3) dobijamo
1= A(x® +3x) + B(x* +3) + Cx®> + Dx*.
Izjednacavanjem odgovarajucih koeficijenata dobijemo sistem jednacina:

x*:A+C=0

x*:B+D=0

x':3A=0

x":3B=1

e 1 1 .
¢ije je rjesenje: A=0, B:§, C=0, D:—g, pa je
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X2 (x* +3)

J

1

dx

x* +3x2

1 1

%+ 23 odakle imamo

X X243

1J~dX 1J‘ dx 1

37 x* 3Jx? +3 3x 3\/_

arctg —=

[
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