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Вибрације
 
Велики број појава у природи се одвија периодично, почев од кре-тања електрона око атомског језгра и осциловања атома у кристалној реше-тки, па до кретања планета око Сунца. Такође, постоје многобројне пери-одичне појаве у техници, као што су наизменичне струје или вибрирање машина. Заједничко својство свих периодичних појава јесте да посматрани систем долази у исто стање у правилним временским интервалима. Перио-дичне појаве које се односе на механичке системе називају се вибрације, ако су помераји делова система мали у поређењу са његовим димензијама, а период осциловања знатно мањи од времена посматрања осцилација. 
Општи случај вибрација веома је тешко математички анализирати. Најједноставније су хармонијске вибрације, код којих се променљиве ка-рактеристике (положај, брзина, убрзање...) мењају у времену по хармониј-ском закону, синуса или косинуса. Овај облик вибрација је важан због тога што су многи процеси у природи и техници приближно хармонијске. Такође, сложени периодични процеси могу се приказати слагањем одређе-ног броја хармонијских вибрација различитих амплитуда и фреквенција.
	У овом поглављу описане су слободне и принудне вибрације и њихово штетно деловање на људе. Дефинисане су физичке величине помо-ћу којих се карактерише деловање вибрација и описани ефекти деловања вибрација, како на делове тела, тако и на тело у целини. Такође су дати ИСО[footnoteRef:2] стандарди којима су одређене граничне вредности за процену ути-цаја вибрација на удобност и здравље људи. На самом крају поглавља дати су примери и задаци који илуструју обрађени материјал. Наша лаборато-рија за физику, за сада, не располаже опремом за мерење вибрација, те у овом поглављу није предвиђена експериментална вежба за студенте. [2:  ISO - International Organization for Standardization.] 


1.1   	ХАРМОНИЈСКЕ ВИБРАЦИЈЕ

Нека је тело масе  причвршћено на крају еластичне опруге (без масе), слика 1.1. Када се тело изведе из равнотежног положаја , на уда-љеност , на њега ће деловати еластична сила опруге:

	

	(1.1)


где је  – константа еластичности. 
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	Слика 1.1: Хармонијске вибрације



Под деловањем еластичне силе, тело се креће убрзано, при чему његова почетна потенцијална енергија прелази у кинетичку. Када тело доспе у равнотежни положај  престаје дејство силе, због инерције, кре-тање се продужава насупрот еластичној сили, која сада постепено заус-тавља тело. До заустављања тело се креће успорено, при чему кинетичка енергија прелази у потенцијалну. Затим се мења смер кретања и тело поно-во доспева у почетни положај (ако нема трења и отпора).                                                          
Да би се хармонијске вибрације описале математички, потребно је решити једначину кретања. Према другом Њутновом закону она има облик:

	
	(1.2)



Пошто су  и  позитивне величине, може се увести ознака , која се назива кружна фреквенција. Једначина кретања: 

	
	(1.2’)



има решење облика: 

	
	(1.3)


Произвољне константе, амплитуда  и почетна фаза  могу се одре-дити из почетних услова. Почетни услови су вредности елонгације  и брзине  у почетном тренутку . Из почетних услова се добија:

	
	(1.3’)



Према томе, амплитуда и почетна фаза хармонијских вибрација одређени су начином на који су вибрације побуђене. За , очигледно је  и . У том случају хармонијске вибрације описане су једначином:

	
	(1.4)



Из решења једначине кретања (1.3) види се да период хармонијских виб-рација, , зависи само од динамичких параметара (масе  и кон-станте еластичности  .
	 
	(1.5)



Број осцилација у јединици времена назива се фреквеницја . Фреквенци-ја је повезана са трајањем једне осцилације  док је кружна фрек-венција . Јединица за фреквенцију назива се херц, . 
	 (
x
(
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)
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	Слика 1.2: Вектор амплитуде



	
Хармонијске вибрације се могу једноставно повезати са равномер-ним кружним кретањем. На слици 1.2 приказан је вектор   чији је интен-зитет једнак амплитуди хармонијских вибрација (1.3), под углом  је једнак почетној фази, у односу на  Нека вектор амплитуде  ротира угаоном брзином  која је једнака кружној фреквенцији хармонијске вибрације, супротно кретању казаљке на сату. Тада се његова пројекција на осу мења по закону . То значи да пројекција вектора амплитуде на  врши хармонијске вибрације. Сада је јасно и зашто се  назива кружна фреквенција. 
Тренутне вредности брзине и убрзања код хармонијских вибрација могу се добити диференцирањем функције (1.4). За брзину се тако добија:

	
	(1.6)



одакле се види да се и брзина мења по хармонијском закону, при чему је њена амплитуда. 
Убрзање је, такође, периодична функција времена:

	
	(1.7)



са истим периодом као и елонгација, али супротном фазом. 
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Слика 1.3: Тренутне вредности елонгације, брзине  и     убрзања  код хармонијских вибрација




  





























На слици 1.3 приказана је временска зависност елонгације, брзине и убрзања код хармонијских вибрација. На слици се могу упоредно прати-ти промене положаја, брзине и убрзања у току једне осцилације. Са слике се види да брзина достиже максимум у тренутку када тело пролази кроз равнотежни положај. Убрзање је, обрнуто, једнако нули при проласку тела кроз равнотежни положај, а постиже максимум у тачкама највећег отклона. При томе је убрзање стално усмерено ка равнотежном положају.
Коначно, тренутнае вредности кинетичке и потенцијалне енергије одређене су изразима:

	
	(1.8)



што значи да се периодично мењају са временом. Сабирањем тренутних вредности добија се укупна енергија хармонијских вибрација:

	

	(1.9)


Из последњег израза се види да је енергија код хармонијских вибрација пропорционална квадрату амплитуде осциловања и коефицијенту еласти-чности, односно квадрату фреквенције. У сваком случају енергија се одр-жава, пошто је еластична сила потенцијална (конзервативна) сила.

1.2	ПРИГУШЕНЕ И ПРИНУДНЕ ВИБРАЦИЈЕ

Пригушене вибрације. Код  хармонијских вибрација на тело делује само квазиеластична сила  Meђутим, у реалним условима увек су присутне силе трења и/или отпора које доводе до постепеног смањења ам-плитуде вибрација. У случају када тачка врши праволинијске вибрације у вискозној средини, сила отпора је пропорционална брзини,

	    
	(1.14)



где је коефицијент отпора средине. Једначина пригушених осцилација има облик:

	
 
	(1.15)


где су и  позитивне константе. 
У случају малог пригушења, тј. када је , решење једначи-не кретања (1.15) има облик: 

	
	(1.16)



Константе  и  одређују се из почетних услова. Функција (1.16) описује вибрације чија амплитуда експоненцијално опада, сл.1.4. Фреквенција при-гушених осцилација је мања од фреквенције хармонијских вибрација

	
	(1.17)
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	Слика 1.4: Пригушене (амортизоване) осцилације




Степен пригушења описује логаритамски декремент пригушења. Он се дефинише као природни логаритам количника две узастопне амплитуде (чији је временски размак једнак периоду осцилација Т):

	
	(1.18)



Лако се може показати да је . Поред тога, пригушење се чешће описује фактором доброте:

	
	(1.19)




За мала пригушења, фактор доброте је одређен изразом:

	
	(1.20)



Што су пригушења мања, фактор доброте је већи, односно амплитуда вибрације се спорије смањује.
Принудне вибрације настају када је, поред еластичне силе  и силе отпора , присутна и периодична сила:

	
	(1.21)



где је - амплитуда, а  - фреквенција принудне силе. Једначина кретања таквих вибрација има облик:

	
	(1.22)



где су:= Стационарно решење једначи-не (1.22) има облик:
	
	(1.23)


где су:
	
	(1.24)


Из претходних израза се види да је фреквенција принудних осцилација једнака фреквенцији спољашње силе. Амплитуда и фаза ових осцилација зависи од властите фреквенције, фреквенције и амплитуде спољашње силе и степена пригу-шења. Амплитуда принудних осцилација има максимум код тзв. резонантне фрек-венције:
	
	(1.25)



За ту вредност фреквенције спољашње силе, амплитуда има максимум:

	
	(1.26)



Зависност амплитуде принудних осцилација од фреквенције принудне силе прика-зана је на слици 1.5(а). 
Ако нема отпора средине  максимална амплитуда се добија за = , тј. када је фреквенција принудне силе једнака сопственој фреквенцији (испрекидана линија на слици). У том, идеалном случају, амплитуда принудних осцилација постаје бесконачно велика. У реалним условима  максимум ам-плитуде је мање изражен и јавља се код фреквенција нижих од сопствене.
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	                            (а)                                                              (б)
Слика 1.5: а) Резонантне криве, б) Резонантне фреквенције делова тела




Појава резонанције има значајну улогу у многим физичким про-цесима и техници. Она је, такође, од великог значаја код процене штетног деловања вибрација на људе. Наиме, као што је познато, људско тело састоји се од подсистема који имају различите сопствене фреквенције и који су у међусобној интеракцији. При томе, интеракција подсистема зави-си од положаја тела (стојећи, седећи или лежећи). Ако је тело, у одређеном положају, изложено вибрацијама, онда различити подсистеми вибрирају различитим амплитудама, зависно од њихових резонантних фреквенција, слика 1.5(б). Један од најважнијих подсистема је трбух који има резонан-тну фреквенцију  , зависно од положаја тела и смера вибрације. Резонантна фреквенција главе је , ока  итд.
1.3 	 СЛОЖЕНЕ ВИБРАЦИЈЕ

До сада су посматране само просте, хармонијске вибрације описане једна-чином: где су:  амплитуда,  фреквенција и почетна фаза. Међутим, тело може истовремено учествовати у две (или више) хармонијске вибрације, било да су истог правца или су у међусобно нормалним правцима. Резултујуће вибрације могу се добити векторским сабирањем елонгација компо-нената (саставних вибрација).

1.3.1	Вибрације истог правца

Нека тело истовремено учествује у две хармонијске вибрације истих фрек-венција, а различитих амплитуда и почетних фаза:

	
	(1.27)



Резултујуће вибрације могу се добити сабирањем вектора амплитуда саставних осцилација, слика 1.6(а). На слици се види да резултујуће вибрације имају исту фреквенцију и да је:

	





	

(1.28)
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	(а)                                                (б)

Слика 1.6: (а) Вибрације истог правца, (б) Трептаји



Почетна фаза и амплитуда резултујућих вибрација зависе од амплитуда и почетних фаза саставних вибрација. 
· Ако је фазна разлика= , амплитуда је макси-мална, . 
· За = амплитуда je минимална . 
У сваком другом случају амплитуда је у границама .
Посебно је интересантан случај када тело учествује у две хармонијске виб-рације чије се фреквенције незнатно разликују: 

	
	(1.29)


Ради једностраности узето је да су им амплитуде једнаке , а почетне фазе нула . Вектор амплитуде резултујућих вибрација заклапа угао . На тај начин добијају се вибрације:

	
	(1.29’)



Према томе, резултујуће вибрације се могу сматрати хармонијским, али са модули-саном амплитудом која се периодично мења, слика 1.6(б). Период ових промена  знатно је већи од периода саставних вибрација . Такве вибрације, чија се амплитуда периодично појачава и слаби, називају се трептаји.

1.3.2	Мeђусобно нормалне вибрацијe 

Нека тело истовремено учествује у две хармонијске вибрације исте фрек-венције које се врше у два нормална правца:

	
	(1.29)



Може се показати да једначина која описује резултујуће кретање тела има облик:

	
	(1.30)



Према томе, ради се о кретању по елипси, чије особине зависе од фазне разлике.
Ако су почетне фазе саставних осцилација једнаке , онда једна-чина (1.30) има облик: 
	
	(1.30a)



што представља праву линију дуж које тело врши хармонијске вибрације

	
	(1.30б)



Ако је фазна разлика  или  једначина трајекторије представља елипсу:
	
	(1.30в)



Специјално, ако је , онда елипса прeлази у круг. На тај начин, две међусоб-но нормалне вибрације истих амплитуда  и фреквенција , дају резултујуће кретање по кругу полупречника  угаоном брзином .

1.3.3 	 Хармонијска анализа

Из претходних примера је јасно да се слагањем две или више хармонијске вибрације истих фреквенција добијају, такође, хармонијске вибрације. Међутим, при слагању више хармонијских вибрација различитих фреквенција, добијају се вибрације које нису хармонијске, али су, свакако, периодичне. Њихов конкретни облик зависи од амплитуда, фреквенција и почетних фаза саставних вибрација. Изузетак су једино хармонијске вибрације чије су фреквенције целобројни умнош-ци неке фреквенције , када се добијају хармонијске вибрације фреквенције . Фреквенција  се назива основна, а њени целобројни умноци виши хармоници.
Овде се поставља обрнути задатак, да се сложене вибрације разложе на скуп хармонијских вибрација различитих амплитуда и фреквенција. Тај задатак се може решити помоћу Фуријеове теореме. Према овој теореми, свака периодична вибрација (периода ) може се приказати збиром хармонијских вибрација:
	
	(1.31)



чије су фреквенције целобројни умношци неке фреквенције, која се назива основна фреквенција. Коефицијенти у реду (1.31), који се називају Фуријеови коефици-јенти, одређени су изразима:

	
       
	(1.31a)


Представљање сложених вибрација у облику збира хармонијских вибра-ција, назива се хармонијска анализа. У резултату хармонијске анализе добијају се фреквенције вибрација чије су амплитуде различите од нуле, као и вредности самих амплитуда. Овакав начин приказивања има тај недостатак што не садржи податке о почетним фазама. Међутим, у многим применама, довољно је познавати амплитуде и фреквенције, посебно код утврђивања извора нежељених вибрација.

1.4	ШТЕТНО ДЕЛОВАЊЕ ВИБРАЦИЈА

У досадашњим разматрањима описане су физичке карактеристике хармонијских вибрација. Будући да су те величине (елонгација, брзина, убрзање, кинетичка енергија и потенцијална енергија) међусобно повезане, јасно је да се вибрације могу потпуно описати, рецимо, познавањем вре-менских зависности убрзања. Међутим, поред хармонијских вибрација, у животној и радној средини, сусрећу се и друге врсте вибрација. То су, на пример, удари и прелазне вибрације које се јављају при раду на разним машинама и уређајима. У превозним средствима се јављају тзв. случајне (стохастичке) вибрације, које није могуће егзактно описати већ једино статистички обрадити. Због тога се за описивање вибрација у погледу штетног деловања на људе користе следеће физичке величине: ефективна вредност, ниво вибрација и вршни фактор.

1.4.1 	Карактеризација штетног деловање вибрација

  	Ефективна вредност убрзања вибрација дефинисана је изразом:


Сличан израз важи и за ефективне вредности елонгације и брзине. За хар-монијске вибрације чије су елонгација, брзина и убрзање одређене изра-зима (1.4), (1.6) и (1.7), респективно,  ефективне вредности су:



Ниво ефективних вредности помераја, брзине и убрзања дефини-сани су релацијама:



                         (1.12)



где су ,  и   референтне вредности помераја, брзине и убрзања. 

[image: ]

Слика 1.9: Примери ефективних вредности убрзања вибрација које се сусрећу у животној средини
Вршни (крест) фактор (CF) се дефинише као однос максималне и ефективне вредности убрзања вибрација:

	
	(1.13)



Вршни фактор је бездимензиона величина која указује на појаву “пикова”. За хармонијске вибрације вршни фактор, очигледно, има вредност
Овде треба напоменути да вибрација истих ефективних вредности имају различити утицај на људе, ако се разликују у правцу. Због тога је важно специфицирати правац вибрација у односу на људско тело. То се по-стиже увођењем локалног координатног система, слика 1.9.
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Слика 1.9: Локални координатни систем за вибрације целог тела
      (x = груди-леђа, y = раме-раме, z = дуж кичме)



Координатни почетак овог система налази се у тачки додира тела и објекта који вибрира. Поред тога, овде је потребно специфицирати и положај тела, односно да ли се ради о стојећем, седећем или лежећем положају.

1.4.2 	 Биолошки ефекти вибрација. Границе излагања

Код процене штетног деловања вибрација на људе, обично се по-себно разматра:

· деловање вибрација на делове тела и
· деловање вибрација на цело тело.

До вибрација целог тела долази када се тело налази на подлози која виб-рира, док вибрације делова тела настају када су они, најчешће удови, у додиру са вибрирајућим објектом. Ваља напоменути да не постоји оштра граница између вибрација целог тела и делова тела. Установљено је да су људи осетљивији на вибрације целог тела.
Вибрације делова тела се јављају у радној средини, при раду са раз-ним алатима, на пример, пнеуматски чекић, бушилица, моторна тестера и слични алати. У непосредном контакту са алатом који вибрира, најчешће су шаке, али се вибрације могу пренети на руке и друге делове тела. Због тога се ове вибрације често називају и вибрације руке. Проценом штетног деловања вибрација на делове тела баве се инжењери заштите на раду и лекари специјалисти медицине рада.
Вибрације целог тела се јављају у животној и радној средини, нај-чешће у превозним средствима (друмски, железнички и авио саобраћај), у стамбеним и индустријским објектима. Штетно деловање вибрација целог тела описује се:

- смањењем удобности,
- ометањем перцепције и активности и
- утицајем на здравље.


Смањење удобности. Вибрације целог тела су само један од низа фактора животне средине који утичу на осећај удобности. Сви ти фактори се односе или на животну средину или на човека. Фактори животне среди-не су све оне величине које описују вибрације, температура, бука, освет-љење итд. Фактори који су у вези са човеком су положај тела у односу на објекат који вибрира, тежина, старост, пол, физичко стање итд. 
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	Слика 1.10: Граничне криве за процену удобности за вибрације целог тела у превозним средствима



Основни приступ који се користи при процени утицаја вибрација на удобност су систематски лабораторијска испитивања у реалним условима. Резултати лабораторијских испитивања за хармонијске вибрације представ-љају се у облику граничних кривих удобности. Те криве дају ефективне вредности убрзања у зависности од фреквенције вибрација, за одређени смер вибрација и време излагања као параметрима. Подручје смањене удо-бности налази се изнад граничних кривих. Као пример овде су наведени стандарди ISO 2631, слика 1.10, за процену удобности за вибрације целог тела у превозним средствима.
Са слике се види да осећај неудобности расте при повећању време-на трајања вибрација, а да опада при повећању фреквенције изнад . Случајне вибрације и вибрације из различитих праваца повећавају осећај неудобност.
Ометање перцепције. Вибрације целог тела, утичу како на удоб-ност тако и на перцепције и то, пре свега, на виђење. Утицај вибрација на видљивост зависи од кретања слике посматраног објекта на мрежњачи. При томе, кретање слике може бити резултат вибрација објекта који се посматра, вибрација ока или истовременог кретања објекта и ока.
Када објекат вибрира фреквенцијом мањом од , oкo може да прати ово кретање и слика на мрежњачи је јасна. Код фреквенција изнад (2-3) долази до отежаног праћења и слика на мрежњачи је замућена. Када истовремено вибрирају и око и посматрани објекат, кретање слике на мрежњачи је највеће, те је видљивост битно смањена. 
Поред вибрација, на смањење видљивости  утиче и низ других фак-тора, као што су: величина и удаљеност објекта, осветљеност, контраст итд. Показује се да је грешка при читању, уз остале факторе константне, пропорционална фреквенцији и квадратном корену амплитуде вибрација.
Утицај на здравље. Излагање дуготрајним и „јаким“ вибрацијама може довести до повреде или погоршања здравља. Утицај на човечији ор-ганизам зависи од ефективне вредности, фреквенције, правца и трајања вибрација. Познато је да код фреквенције од   краткотрајни и стални потреси целог тела или појединачних делова тела могу деловати пријатно и умирујуће. Најопасније су вибрације фреквенција са ампли-тудама изнад 
Штетно деловање вибрација на човека испољава се у виброобоље-њима, као што су главобоља, повећана раздражљивост, честе промене крв-ног притиска, контракције желуца итд. Такве вибрације производе лакши и средње тешки алати. Вибрације које се директно преносе на шаке, изазива-ју болове у мишићима, упале тетива, оштећења меких ткива и костију ша-ке, промене у зглобовима руке. Последице тога су ограничени покрети који изазивају болове и осећај обамрлости прстију, тзв. „бели прсти“. До про-мене у костима зглобова долази код вибрација нижих фреквенција и вели-ких амплитуда (од неколико  до 2.4 . Неуроваскуларне промене настају при дејству вибрација виших фреквенција и малих амплитуда од (0.1-1) Вибрације могу деловати негативно и психолошки и физио-лошки, слично буци. Код ниских фреквенција вибрације могу бити узрок тзв. болести кретања коју прати вртоглавица, мучнина и повраћање.
Нашим законодавством нису посебно прописане дозвољене вредно-сти експозиције вибрацијама. Користе се ИСО стандарди за експозицију вибрацијама које се преносе преко руку и које делују на цело тело. То су:

· ИСО 2631- односи се на вибрације целог тела,
· ИСО 5349 - односи се на вибрације система шака рука и
· ИСО 8041- прописује како треба да буде пројектована и класифико-вана мерна опрема.

Поред тога у националном законодавству морају се уважити од-редбе европске Директиве “Вибрације” (2002/44/EC). Европска Директива дефинише упозоравајућу и граничну вредност вибрација на следећи начин:

Вибрације шака-рука: 
· Гранична вредност изложености = 5 m/s2 
· Упозоравајућа вредност изложености = 2,5 m/ s2

Вибрације целог тела (за све смерове)
· Гранична вредност изложености = 1,15m/ s2
· Упозоравајућа вредност изложености = 0,5 m/ s2

Ради утврђивања евентуалних прекорачења граничних вредности, а у циљу заштите људи који су изложени тим вибрацијама, врше се мерења вибрација у животној и посебно радној средини.

1.4.3 	 Mерење и заштита од вибрација

Мерење вибрација, односно величина које  их одређују, врше се ви-брометрима. То су најчешће посебни грађени инструменти, а могу се ко-ристити и стандардни инструменти за мерење буке уз одређене додатке. Наша лабораторија, за сада, не располаже таквих инструментима.
Виброметри су сензори за мерење акцелерације, односно силе инерције. Могу мерити акцелерацију у једном или више смерова, при  чему су ти смерови нормални један на други. Постоје различите врсте акцелеро-метара, према томе на ком принципу раде. Према принципу рада акцелеро-метри могу бити: пиезоелектрични, пиезоотпорнички,  капацитивни, серво и оптички. С обзиром на мерни опсег разликују се акцелерометри са: ужим фреквенцијским опсегом (за ниске акцелерације) и ширим фреквенцијским опсегом (за високе акцелерације). Овде је описан принцип рада пиезоелек-трицног акцелерометра
Пиезоелектрични акцелерометар користи пиезоелектрични ефекат код одређених материјала како би мерио динамичке промене у механичким величинама (на пример акцелерација, брзина и померај). Као код свих мерних претварача, овај тип акцелерометра претвара један облик енергије у други стварајући електрични сигнал као последицу величине, својства и стања мерене величине. Користећи општу методу на којој се заснивају сви акцелерометри, дакле деловање акцелерације на сензорску масу која је ограничена опругом или конзолом, добије се електрични сигнал на основу силе. Пре него што се акцелерација претвори у електричну величину, прво се мора претворити или у силу или помак. То се остварује помоцу масено-опрузног система приказаног на слици 1.12 Када сила делује на акцелеро-метар, сензорска маса пуни пиезоелектрини елемент према другом Нутно-вом закону  чиме се мења напон пиезоелектричног елемента.
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Слика 1.12: Принцип рада пиезоелектричног акцелерометра

Пиезоелектрични материјали који се користе за акцелерометре су кристали карца и керамички елементи. Кристали карца, иако имају већи мерни распон, главни недостатак у односу на пиезоелектричне керамичке елементе је мања осетљивост и виша цена производње. Недостатак кера-мичких материјала је што њихова осетљивост опада током времена, чинећи њихов животни век мањи од материјала направљених од кристала карца.
Ако се мерењем установи да у животној или радној средини постоји проблем штетних вибрација, примењују се поступци за уклањање, смање-ње и ублажавање вибрација. Уклањање вибрација је, свакако, најефикасни-ји начин заштите од вибрација. Међутим, због великих трошкова приликом замене средстава (машина, алата, возила итд.) или технолошких процеса који су извори штетних вибрација, уклањање вибрација се тешко може остварити. Смањење вибрација може се остварити различитим комбинаци-јама изолације извора вибрација и/или човека од извора вибрација и пове-ћањем отпорности човека на вибрације. То се постиже уметањем разних елемената који мењају сопствену фреквенцију делова система и пронала-жењем оптималног положаја тела. Лица која су изложена штетним вибра-цијама морају бити упозната са могућим штетним последицама и оспособ-љена за правилно коришћење опреме. Таква лица се морају и медицински пратити у одређеним временским интервалима и саветовати пре и током излагања вибрацијама.
1.5  	ПРИМЕРИ И ЗАДАЦИ

Пример 1: Вибрације тела описане су једначином:

	

	


Oдредити амплитуду, фреквенцију, максималну брзину, максимално убрза-ње и период вибрација.

Решење: Према датој једначини, амплитуда вибрација износи  док је кружна фреквенција . Максимална вредност брзине је:


	
	



док је максимална вредност убрзања:

	
	



Коначно, период ових вибрација износи:

	
	



Пример 2: Тело масе обешено за еластичну опругу, хар-монијски осцилује у пољу Земљине теже са амплитудом  Коли-ки је период ових осцилација, ако је енергија тела 

Решење: Као што је познато, период хармонијских вибрација је:

	
	


док је укупна енергија:
	
	



Изражавајући коефицијент еластичности из последње релације:

	
	


за период вибрације се добија:

	
	



Уврштавањем познатих података у основним SI јединицама даје резултат:

	
	



Пример 3: Наћи фактор доброте пригушених вибрација периода  ако се њихова амплитуда смањи два пута за један минут.

Решење: Да би се одредио фактор доброте  пригушених вибраци-ја потребно је наћи логаритамски декремент пригушења где је  коефи-цијент пригушења, а  период ових вибрација. Познато је да амплитуда пригуше-них вибрација експоненцијално опада са временом:  тако да је, према условима задатка:

	

	


На тај начин, за фактор доброте добија се:

	
	



Пример 4: Тело истовремено учествује у две, међусобно нормалне, хармонијске вибрације:

	

	


где је Наћи једначину путање тела.

Решење: Користећи тригонометријску релацију = 2  за  α  може се писати:

	
	

	
Пошто је  за једначину кретања се добија:

	

	

	

	односно


	


што представља параболичну криву дуж које се тело креће у интервалу од (-1,1) дуж x-осе и од (-2,2) дуж y-осе.

Пример 5: Одредити спектар тестeрастих вибрација периода 2:



Решење: Према Фуријеовој теореми, произвољна периодична функција  може се развити у ред:
	


	


где је  фреквенција, а период функције. Фуријеови коефицијенти   одређени су изразима:
	

    
	


У разматраном примеру, директним израчунавањем добија се:
	

	

	тако да је:


То значи да су у спектру присутни хармоници фреквенција , а да су одговарајуће амплитуде  На слици је приказана тестераста функција и њен спектар. Тестерасти напон се користи код осцилоскопа  за при-казивање временски променљивих величина.
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	Слика 1.12: Тестераста функција и њен спектар



Пример 6: Одредити ефективну вредност убрзања сложених виб-рација:  + 3 cos.

Pешење: Амплитуде и фреквенције саставних осцилација имају вредно-сти: тако да су ефективне вредности убрзања ових осцилација:
	
	



Може се показати да је квадрат ефективне вредности  сложених вибрација једнак збиру квадрата ефективних вредности саставних осцилација:
	
= = 8.6

Напомена: Решити задатак “по дефиницији” ефективног убрзања.

	


Задатак 1: Тело хармонијски вибрира фреквенцијом У почетном тренутку елонгација је . Од-редити елонгацију, брзину и убрзање у другој секунди.
Задатак 2: Тело масе  обешено је за опругу. Знајући да се под утицајем тега масе опруга истегне за    одре-дити период вертикалних вибрација тела.
Задатак 3: Хармонијске вибрације имају амплитуду  фреквенцију и почетну фазу α Одредити: а) ефективне вредности помераја, брзине и убрзања, б) ниво ефективне вредности убр-зања и в) вршни фактор.
Задатак 4: Амплитуда пригушених вибрација смањи се два пута за један минут. Колико пута ће се она смањити за три минута?
Задатак 5: Слагањем два хармонијска осциловања истог правца, једнаких амплитуда и једнаких периода, добија се резултујуће осциловање исте амплитуде и истог периода. Наћи разлику фаза саставних осцилација. 
Задатак 6: Показати да је квадрат ефективне вредности убрзања сложених вибрација једнак збиру квадрата ефективних вредности убрзања саставних осцилација. ()
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