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Primeri funkcija traznje
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Predavac: mr Tatjana Bajic¢

1. Funkcija traznje u uZzem smislu
(Marsalova funkcija traznje)
» Funkciju traznje u uZem 4
smislu izrazavamo u obliku
q=7f)
gde q predstavlja traznju
(koli€inu trazene robe, obim
traznje), a p cenu to roba.
» Funkcijo traznjo mora da £
zadovoljava:
p=0q=0i
uslov normalnosti traznje:
dq _ df(p)
—_ =f(p <0
= =r® -

&

=Y

Primer funkcije ponude

T =T7p—350, p € (50, +w)
r=7p—350

r=,/2p+8, pe(0.4+xm)

2. Funkcija ponude

» Funkcija ponude se moze predstaviti u obliku

r=g(p)
gdo r predstavlja koli€¢inu ponude, a p cenu posmatranog
proizvoda.

» Ponuda nekog proizvoda po pravilu raste, kada raste
njegova cena.

» Odatle, funkcija ponude treba da zadovoljava
p=201>0i

=g =0

3. Uslovi ravnoteZe na trZistu

» Cena p,. za koju se ostvaruje
jednakost traznje i ponude,
odnosno za koju vazi ar

g=fp)=glp) =1
prodstavlja ravnoteZnu cenu
posmatranog proizvoda.

» Ravnotozna cona p jo tzv.
stabilna cena za koju se
ostvarujo stabilnost trZista.

» Ravnotoezna cena p.- se dobija u
preseku grafika funkcija traznje
q = f(p) i ponude r = g(p).

o P
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Primer: Uslov ravnoteZe na trZistu

» Funkcija traznje
q=-3p+6,pe(0.2)
» Funkcija ponude
r=,2p+8, pe(0,+w)

» Ravnotezna cona p, = 0.95 se

T7(0,95: 3.15)

SABAC
hnoloske studija

POSLOVNA MATEMATIKA
Predavac: mr Tatjana Bajic¢

Uslovi ravnoteze kada su funkcija ponud
i funkcija traZnje linearne funkcije
» Ukoliko su o

p funkcija trainje g = f(p) i I
» funkcija ponude r = fip)

linearne funkcije pop, p= 0,
tada

dobija iz jednakosti
—3p+6=./2p+8

iuslova da p € (0,2). Tada
qg=r=3.15

» njihovi grafici su prave u

ravni i

ravnotezna cena py. se
dobija u preseku ovih pravih.

4. Funkcija ukupnog prihoda

» Ukupan prihod koji neko preduzece ostvaruje po osnovu proizvodnje

itili prodaje nekog proizvoda utvrduje se iz proizvoda
» prodate kolicine i
» cene p tog proizvoda.
odnosno Ukupan prihod = Prodata kolicina x Cena proizvoda.
» Ako pretpostavimo postojanje jednakosti izmedu
» prodate (proizvedene) koli€ine nekog proizvoda i
» trainje g = f(p) za tim proizvodom,
tada ukupan prihod R moZemo iskazati u obliku
R=p-q=p-fp)

» HKako za svaku funkciju traZznje g = f(p) moZemo odrediti inverznu

funkciju oblika p = @(q), ukupan prihod moZemo izraziti u obliku
funl«:i}Je obima train‘},e:
R=q p(q)

Funkcija prosecnog prihoda

» Iz funkcije ukupnog prihoda
R=R(p)=p-flp)
odnosno

R=R(q)=q-¢lq)
mozomo dobiti funkeiju proseénog prihoda
R(p)
E=R(p) >
odnosno prihed pe jedinici proizveda
R—R(a) = R(q)
=R(q) =

q

9

Primer funkcije prihoda
» Hoka jo data funkcija traznje
g =—p+200, p € (0,200)
» Tada, funkeija prihoda jo
R(p) = p - (—p+ 200) = —p? + 200p, p € (0,200)
odnosno iz p = —g + 200
R(q) = q-(—q + 200) = —qZ + 2004, q € (0.200)

R
Lo

R

R =200p —p* Looo! R =200g —¢*

200 »

Primer prosecne funkcije prihoda

» Za funkciju prihoda iz prethodnog
primera,
R(g) = q- (—q +200) = —g% + 200q
proseéan prihod jo
et R(g) —q*+200
k) =22 € +200q

—q + 200
7 q
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Funkcija grani¢nog prihoda

Granic¢ni (marginalni) prihodi
» Pretpostavimo da je funkcija ukupnih prihcda R=p - f(p) (R=q -
neprekidna funkcija cene p (traznje g) u intervalu (a, b).
» Ukoliko se ukupan prihod R predstavija u vidu:
» funkcije cene p, R = p - f(p), tada je funkcija graniénog prihoda

R
e By = flp) +pf'(p)

» Ukoliko je poznata funkcija traznje q = f(p), ispitivanje
kretanja ukupnog prihoda R moze se vrsiti u odnosu na:

» cenu p posmatranog proizvoda iz R = p - f(p), kao i u odnosu na

» kretanje iznosa traZnje qiz R = q- @(g).
» U uslovima u kojima je poznata funkcija traznje g = f(p), za
potrobe ispitivanja kretanja ukupnog prihoda R znacajno mesto
ima utvrdivanje i ispitivanje graniénog prihoda.

» funkcije trainje q, R = q - @(q), tada je funkcija graniénog prinoda
dR
g = Ra= o) +ae'le)
» Graniéni (marginalni) prihodi, » Ako jo
R AR - 4
» koji pokazuju iznos priraitaja ukupnog prihoda do koga dolazi pri o T Rt S ) et ko o R ste s peeasion cene i (e g
povedanju cene p (traZnje g) posmatranog proizvoda sa datog nivoa za

dr 4R 2 i
jednu jedinicu, 13 > o 0 {E_ 0}, tada se ispituje ekstremna vrednost ukupnog prihoda R;

» ispituju se i iskazuju preko odgovarajacuje funkcije graniénih prihoda. > E( o {£< 0), tada ukupan prihod R opada sa porastom cene p (traZhj

Primer odredivanje koli¢ine i cene proi
za postizanje maksimalnog ukupnog prih

» Moka je data funkeija traznje g = —3p + 30, p € (0,10). Odrediti
kolicinu q i cenu p proizvoda pri kojima se postize maksimalan
ukupan prihod R.

» Rosenjo: R=p-q

»lzg=—3p+30sledip=—1+10, g c(0.30).

5. Funkcija ukupnih troskova

» Ukupni troskovi, koji se ostvaruju u procesu proizvodnje nokog
proizvoda, zavise prvenstveno od obima proizvodnjo.

» Ako sa € oznacimo ukupne troskove, a sa g obim proizvodnje (za koji
pretpostavijamo da je jednak obimu traznje za posmatranim
proizvodom), tada se funkeija ukupnih trozkova definiSe sa

C=F(q), q>0,
koja jo u okviru intervala definisanosti
»Cc>o0,

SdR_ 2 i dr
» Odatle, B = —%4— 1071 2= —30 +10, prifemu je m=02za g =15.
b Keko je i = 2 < 0, nesredno siedi da za kolitinu g = 15 trazene robe

ukupan prihod R dostiZe svoju maksimalnu vrednost: » neprekidna, diferencijabilna i

15
R(15) = (—T+1a +15 =75 » monotono rastuca (€' = F'(q) > 02za g > 0).

» Promena bilo kog od uslova proizvodnje zahteva odredivanje noy

e & i 15 i
ri Eemu je cena posmatranog proizvoda p = ——+ 10 = & jedinica. ok 2 &
" . o e B, 3 ? funkcije ukupnih troskova. 186

Primeri funkcija ukupnih troskova
» Varijabilni trotkovi:
e =aq, q>0,a>0. c

» Fiksni troskovi: f > 0. T

» Tada je grafik funkcije ukupnih
troskova

C=aq+f.

» Majcesce koriSceni oblici funkcija
kojim se izrazava kretanje
ukupnih troskova u zavisnosti od
obima proizvodnje:

C=ag+b
C=aq®*+bq+c
C=ae™
C=a(l+q)?

Varijabilni i fiksni troskovi

» Ukupni troskovi proizvodnje nekog proizvoda dele se na:
» varijabilne i
» fiksne.

» Varijabilni trofkovi predstavijaju funkeiju obima proizvodnje, a
fiksni troskovi predstavijaju konstantnu velicinu ¢iji iznos ne
zavisi od obima proizvodnje proizvoda. §

» Odatle, funkcija ukupnih troskova moze so predstaviti u obliku

C=glq)+f q>0,
gde su @(qg) varijabilni, a f fiksni troskovi.
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Primer: Formulisanje funkcije ukupnih
troskova metodom najmanjih kvadrata

Formulisanje funkcije ukupnih trofkova

» U cilju eksplicitnog formulisanja funkcije ukupnih troskova
C=F(q).,9>0

noophodno je na osnovu empirijskih podataka o kretanju obima proizv
i troskova

» Na osnovu dobijenih podataka 0 [T T 10 [ 20 [ 30 | <0 | s0
» vrednosti ukupnih troskova, C, io [ € | 280 | 950 | 2000 | 3460 | s320

» vrednostima odgovarajucih obima proizvednje q
troeba odrediti funkciju ukupnih troskova oblika
C=aq*+bg+c
odnosno nepoznate parametre a, b, c.
» DefiniZemo Gla, b.c) = X5 ,(C; — aq? — bq; — ¢)*
» Nepoznate parametre a,b,c treba odrediti tako da
min Gla,b.c) = min ¥iL,(C; — agf — bg; — )

Cqui=12...n
odrediti vrednosti nepoznatih parametara funkcije ukupnih troskova.

» Metod koji se najéesce primenjuje za odredivanje nepoznatih paramatara
funkcije ukupnih troskova je metod najmanjih kvadrata (MNK).

» MNK polazi od zahteva za minimizacijom sume kvadrata odstupanja
vrednosti ukupnih troskova od ogovarajucih vrednosti na datoj krivoj
n

min )" (€~ F(q:))*

Primer: Odredivanje nepoznatih parameta

Funkcija prosecnih troskova
funkcije ukupnih tro3kova pomodu MNK i

» Deljenjem ukupnih troskova € = F(q), g > 0, sa obimom proizvodn
dobijamo troskove po jedinici proizveda kojo nazivamo proseénim
trotkovima.

» Odatle nep;‘nr:ag%pamnntre a,b,c dobijamo iz 1 odatle: a=2, b=61c=
Ly nommalngy jednatina Sto znadi da je za dobij
dabc) ., 0Glabe) _,8CG@be) _,  funkcija Lkuglnih trlf-lv;

da ©  a8b ac
. C=2q%46q+
» Odnosno iz 2 i

Yi1Cigi = aXiiql+ bELai+ cTiaqf
T1Cqi=a¥l qi+ bIL qf cTl1qi
Yoy Ci=a¥i i+ bYL, qi* ¢

» Odatle, funkeija proseénih trotkova se definiSe sa
E: E s(.,; s

e

» Kako se ukupm troskovi dele na van]abllng i fiksne, prosecni trusch d
odredenog nivoa padaju, a zatim rastu:
dC

dobijamo plz0= m dobijamo F'(q)q — F(q) = 0, odnosno u tacki I'[ /.
5 500a+150b+5¢=12 000 g @ )
225 000a=5 500b+150c-486 000 = Fg)

_ (F"(q)-2F'(g)

790 000a+225 000b+5 500c=21 040 000 unkcija prosecnih troskova dostize minimum JDF

o

Primer funkcije prosecnih troskova Funkcija grani¢nih (marginalnih) troskova

» Pod uslovom da je funkcija ukupnih troskova € = F(q) diferencijabil
posmatranom intervalu kretanja obima proizvodnje q, tada funkciju
graniénih (marginalnih) troSkova definiSemo sa

AC _dC
Mg =aq=C =F@

= F'(q) pokazuje iznos promene ukupnih troSkova do koje dolazi usled |
]Eﬂmcr‘le promene obima profzvodnje sa datog nivoa.

» Neka je data funkeija ukupnih troskova 7,
€ =620(1+q)*%, q>0.
» Tada, funkcija prosecnih troskova jo
= 620(1+q)®
q

¥

= L q =0

» Kako jo 3 =22 21 +q%0.08g - 1) = > Kako u tatki go = 2 = 2481 funkcija prosecnih troskova c =
0, za vn;dncst dostize svoju minimalnu vrednost odnosno Cmm = Clqe) = neposruku
1
q= =12.5 dobijamo da je . B )
B 0.08 . Clqo) = cr:n) — T =Cami
u:':‘l:rcr:;:;n?r il Liuskinia dostien odnosno za obim proizvodnje qg, za ko_]l su prosecni troSkovi rmmma i

C [ ostvaruju se jednakost granicnih i prosecnih troskova.
Cmin = C(12.5) = 824.6
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Odnos granic¢nih i prosecnih troskova : o 'L ) =
Primer: Dostizanje jednakosti ¢’ = C
» C":F(qn):%: C(qo) = Cmin 0dnosno za nivo

) ; i o 3 o » Za datu funkeiju ukupnih troskova T
prmz-vadn;e- q0 prt.x;ect:n .troskuw su minimalni. € = 3¢% +2q + 300,
» Za nivo proizvodnje g iz intervala & funkcija proseénih trodkova jo:
> q=(0.q0) S 300
c=Flg<22=¢F (e s iy q c
] W P
e ’ ’ - - o . 300 s
graniéni trodkovi su relativno niski, te jediniéno povedanje » Kako je &' =3 = 0zag=10>0
esia ittt L s dobijamo da jo Ty = C(10) = 62.
» Sa drugo strane, funkcija granicnih
> -+ |
i o s o | troskova je ' =6g+2 i 2
e=Elal=i=t N P —— C'(10) = 60+2 = 62 = Cpiry
granicni troSkovi su relativno visoki, te jediniéno povecanje

obima proizvodnije sa bilo kog nivoa iz intervala(g,. +) -
dovodi do povecanja prosefnih trofkova.

6. Funkcija profita (dobiti)

» Istovremenim posmatranjem
» funkeije ukupnih prihoda R = g - (g), i
» funkcije ukupnih troikova € = Flq)
mozemo definisati funkeiju profita
n(q) = R(q) —Clg) =q- o(g) —Flq)
gde jo q obim proizvodnje (traznje) posmatranog proizvoda.
» Rentabilna je ona proizvodnja za koju se ostvaruje pozitivan
profit, odnosno za koju je w(q) > 0 sto znaci za koju jo
R(q) > C(q).
» Granice intervala rentabilnosti odredene su iz uslova:
R(q) = C(q) odnosno n(g) = 0.

» Hivo proizvodnje q, za koji se ostvaruje g,

maksimalan profit odreduje se iz uslova
w(q) = 0 odnosno R'(q) = C'(q),

i naziva se optimalan nivo proizvodnje.

4
- AR
Optimalan nivo proizvodnje -
4

» Heka je 0 < q; = g = g, interval
rentabilnosti. Tada za:
» g1 < g < qg, R'(q) > €'(g) odnosno ukupan
prihod ima bréi rast od ukupnih trodkova;
» g0 < q < a2, R'(q) < €'(g) odnosno ukupni
trodkovi brie rastu od ukupnih prihoda;
» g € {0, q;} U (g3 +0), proizvodnja je
nerentabilna odnosno ostvaruje se gubitak.

Primer
» Ako je € = 3¢* + 330 funkcija ukupnih troskova proizvodnje izves
proizvoda cija je funkcija traznje g = —0.5p + 87.5, odrediti:
a) interval rentabilitota tog proizvoda;
b) optimalan obim proizvodnje i maksimalan profit;

Natavak resenja

» b) Optimalan obim proizvednje za koji so ostvaruje maksimalan
odreduje se iz uslova m'(q) = R'(g) — €'(g) = 0, odnosno u ovom sl
(—5q° + 175q — 330)' = 0 5to znadi iz —10g + 175 = 0.

» Odatle za g = 17.5 postiZe se maksimalan profit
n(17.5) = R(17.5) — €(17.5) = —5(17.5)% + 175(17.5) — 330 = 1201.25

» c) Kako je funkeija proseénih troikova C(q) = % = @ =3q+

so obim proizvodnje, za koji se ostvaruju minimalni prosecni troskovi

iz T'(q) = 3 — %2 = 0 odnosno iz ¢ = 110. \

) profit pri minimalnim proseénim tro3kovima.
» Reenjo: 1 .
» a) Granice intervala rentabilnosti odreduju se iz uslova R(g) = C(g), gde

joeR(@) =p-q=(—2q+175)-q=—2¢> +175q jer 2q = —p + 175

C(q) = 3q° + 330.

» Odatle, —2q% + 175q = 3g% + 330 odnosno 5¢° — 175q + 330 = 0 Sto s
g —35g+66 =0 cijesunule g3 =21 gz =33.

» Kako je g > 0, to za g = 10.49, dobijaju se minimalni proseéni troskovi €mm =
» Za dobijenu vrednost obima proizvednje, g = 10.49, profit iznosi
7{10.49) = R(10.49) — €(10.49) = —5(10.49)% + 175(10.49) — 33|

» Inaci, interval rentabiliteta proizvodnje je 2 < g < 33. 2
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z 1. Procentni racun
Poslovna matematika

14 Uvod.u finansijsku ihatemnatikia » Jedan procenat nokog broja jo stoti deo tog broja.

11.1 Procentni raéun » Na primer: i
11.2 Interesni (kamatni) racun 1% = 106= 0.01
11.3 Faktor dodajnih uloga 25% = 25, =0.25
0.25 10025
0'25%=W=m= 0.0025

100
Predavac: mr Tatjana Bajic 100%= S o0~

150% = 150*1 50
ﬂ—m— -

Glavnica, procentna stopa i procetni prin Osnovna proporcija procentnog racuna

» Veli€ina koja sluzi kao esnoviea na koju se izraunavaju
povecanja, ili smanjenja za dati procenat, naziva so glavnica i
najcesce se obelozava sa G.

» Broj koji pokazuje za koliko so stotih delova glavnice, glavnica
povecava ili smanjujo, naziva se procentnom stopom (ili krace
samo stopom) i obelezava se sa p. Procentna stopa moze biti
izrazena:

» u procentima, p% ili
» u decimalnom zapisu, p - 0.01.

» Veli€ina za koju se ukupno poveca ili smaniji glavnica G, pri
procentnoj stopi p, naziva se procentni prinos (ili krace
prinos) i oboloZava sesa P .

» G:P=100:podnosno G: P=100%: p% =1 : p% gde je
» G - glavnica
# P - procentni prinos
» p - procentna stopa.

» Iz osnovne proporcije se primenom pravila o zbiru i razlici
clanova razmere dobijaju proporcije procentnog racuna
viZe sto (na sto), odnosno niZe sto (u sto):

(G +P): (100 +p)=G: 100
(G+P): (100£p)=P:p.

Primer 1.1

» Posle poskupljenja od 12% roba sa prodaje za 7616 dinara. lzrad
a) Za koliko je dinara povecana cena?

) Koliko bi iznosila prodajna cena, da je povecanje iznosilo 16% od prvobitne ¢

) Za koliko bi procenata bila povecana cena da se roba posle povecanja cene pi

Primer 1.2

» Posle snizenja od 12% roba se prodaje za 6336 dinara. Za kolike
troba povecati novu cenu robe da bi se roba predavala po pi

5 d'lljal:.?g- » Resenje:
5 721; AT 120 = - A T odatie » 6336 : (100 — 12)% = G : 100% i odatle pocetna cena je bila
6336 88911 "
6=22100% =2 100 =417 100 = 6 800 dinara | 6 = 5557 100% = — 77— 100 = 7 200 dinara {
ito znaci da se cena povecala za 7616 — 6800 = 816 dinara. b » 7200: (100 + p)% = 6 336 : 100% i odatle
. = \ 7200 8-9.100 !
b) (G + F): (100 + 16)3% = 6800 .:;:% i odatle (100 + p)% = e 100% = e~ 100% = 113.63% = (100+"
€+ P=15=116% = 68 - 116 = 7 888 dinara. 6336 8-8-9-11  d
<) 7800 - (100 + )% 6800 - 1008 i odatle odnosno novu cenu od & 336 dinara treba povecati za 13.63% da bi
prvobitna cena.

(100 + p)% = E““- 100% = ;—9- 100% = 114.7% = (100 + 14.7)% odnos!
5
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Kapital, interes (kamata), interesna

(kamatna) stopa
» Kreditni odnosi se uspostavljaju izmedju duZnika i poverioca, a
nastaju kada duznik, pod odredenim ugovornim uslovima, od poveri
uzme izvesnu sumu novea na zajam odnosno kredit.

2. Interesni (kamatni) racun

» Ukupna pozajmljena suma, na koju duznik placa poveriocu ugovoreni
nadoknadu, naziva se kapital ili glavnica, i oznacava sa K.

» Interes ili kamata, u oznaci i, je novéani iznos koji duznik placa
poveriocu kao nadoknadu (cenu) za kori3cenje pozajmljenog novca za
odredjeno vreme. \

» Interes se ugovara na sumu koju ce duznik platiti poveriocu goditnje za svakih |
100 novEanih jedinica kapitala (K) i placa se sve dotle dokle se koristi poveriogev
novac. 1

Interesna stopa ili kamatna stopa, u oznaci p, pokazuje koliko so
novcanih jedinica placa na svakih 100 novéanih jedinica kapitala K
godinu dana.

» Interesna (kamatna) stopa se obi€no izraZava u procentima.

2.1 Prost interesni racun

2.2 SloZen interesni racun
2.2.1 Dekurzivno racunanje interesa
2.2.2 Anticipativno radunanje interesa

Interesni racun 2.1 Prost interesni racun

» Kod prostog interesnog ratuna ako je vreme (t) dato u godinama,

» Osnovna razlika izmedju procentnog racuna i interesnog X
proporcija G : P = 100 : p sa nesto izmenjenim simbolima jo oblika

racuna je u tome sto interesni raéun ukljuéuje jos jednu
velicinu - vreme, u oznaci t.

K:i=100:pg
» Vreme upotrebe kapitala (t) moZe biti dato u gde jo
di & - ,
: f:es]encaurrn:a {{i) i » K - kapital ili glavnica
» danima (d) » i-interes ili kamata
s »p-i ili stopa (na ) nivou)

» Intoresni racun se deli na prost i sloZen.
» g - vreme dato u godinama.

» Naime, kako jo kamatna stopa p data na godisnjem nivou, to ako je
i interes na g godina, onda je i/g interes na godina dana i vazi

5:100:;; odakle sledi K:lﬂﬂ:i:p odnosno K : 100 = i

» Prost interesni radun je onaj kod koga se interes racuna na istu
osnovicu u svim obradunskim periodima.

» SloZen interesni racun je onaj kod koga se interes iz perioda u period
rauna na osnovicu uvecanu za kamatu iz prethodnog obraunskog

perioda. ?

Izra€unavanje interesa za obracunski
period izraZen u godinama ili mesecima

» Interesna stopa se izraZava na godiSnjem nivou i uskladuje se u zavisnosti
duZine obracunskog perioda koji moze biti izraZen u godinama, mesecima

IzraCunavanje interesa za obracunski
period izraZzen u danima

» Interes za 1 dan se dobija kada i = 42 podelimo sa 360 ili 365 u

K zavisnosti da li rannamu da godina ima 360 ili 365 dana,
» Izproporcije K: i =100 : pg sledi daje i =125

xp o i xp Kp
:360 = ili =—%:365=
bZag=1iz:—x"1maoemoda]e 35m et
Kp » Za d dana interes ce iznositi
P=—
1 - S T |
. 36 000 36500
» Odatle, interes za jedan mesec iznosi
._Kp Kp_ » Dani s6 mogu racunati na vise nacina (tacnijo na tri nacina), pa stoga
TR A= 1200 sa mora unapred naglasiti kako se oni odreduju. J
odnosno interes za m meseci ]e » U daljem radu podrazumevacemo da godina ima 360 dana, a mesec 30 dana,
g Ap. S1z- _ Kpm » Kada su dati datumi smatrademo da godina ima 360 dana i da se dam rac
T00° 1200 po kalendaru.
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Osnovne proporcije prostog interesnog rac

» Uzimajudi u obzir na izracunavanje interesa
. _Kpm.._  Kpd
1= 1200 ' = 360007
pored proporcije
K:i=100:pg odnosno K:i=100%: g- p%

POSLOVNA MATEMATIKA
Predavac: mr Tatjana Baji¢

Primer 2.1.1-2

» Koliko co so intorosa platiti na 50 000 dinara za 4 masoca i
kamatnom stopom od 12% na godisnjem nivou?
» Redenje:
50000:i=12-100%:4-12%
._50000-12%-4 _ i
L—W =500-4= 2000

mozemo postaviti sledece proporcije
K:i=1200: pm odnosno K:i=12-100% : m - p%
ako jo vreme dato u mesacima i \
K:i=36000: pd odnosno K: i =360-100%:d - p%
ako je vreme izraZeno u danima.

» Za kojo vromo co kapital od 168 000 dinara i kamatnom
stopom od 7% doneti interes od 23 520 dinara?
» Resenje:
168000 :23 520 =100%:g-7%
23520-100% 2352 2%.7-21
e T T T R T R e s
Sto znadi za 2 godine.

» Havedene proporcije nazivaju se esnovne propercije prostog i
racuna. B

Primer 2.1.3 2.2 SloZen interesni ra¢un

» Pod sloZenim interesom podrazumeva se interes koji se
dobija kada se interes, koji donosi kapital za odredjeno
vrome, dodaje kapitalu i zajedno sa njim donosi interes.

» Dodavanjo intorosa kapitalu zove se kapitalisanje.

» Koji ce kapital za 3 mosoca i 15 dana uz kamatnu stopu od
6% doneti 21 000 dinara na ime interesa?

» Reienje:
» Ako racunamo da mesac ima 30 dana, to znaci da je
obracunski period na 3 - 30 + 15 = 105 dana.

» Odatle, ako uzimamo da godina ima 360 dana, sledi da je
K: 21000 =360-100% : 105 - 6%, cdnosno

» U praksi obracunski periodi su obi¢no na godisnjom,
polugodisnjem, tromesecnom ili mesecnom nivou.

» Odnosno, kamata (intores) se najcesce obracunava:
» godiSnje (per anum) i oznaéava sa pa

» polugodiinje (per semestre) i oznacava sa ps
_ 21000-360-100% _ 21 000- 6000

105- 6% T ST

» tromesecno (per quartale) i oznacava sa pq

=1200000

» mesecno (per mensem) i oznacava sa pm.

2.2.1 Dekurzivno ra¢unanje interesa

Dekurzivno i anticipativno rac¢unanje inter

» Ako je kapital od K, dinara dat pod interos na intores za n godina

uz p¥%(pa) i godiEnje kapitalisanje, tada krajnja vrednost kapitala

K, uz dekurzivno raéunanja interesa posle n-te godine iznosice
Kn=Ko-1

gdejor=1+p%=1 +% dekurzivni interesni faktor.

» Postojo dva nacina racunanja slozenog intoresa: dekurzivno i
anticipativno.

b Ako se izrafunavanje i odobravanje interesa vrsi krajem svakog obracunskog
perioda (interes se dobija od kapitala sa pocetka obratunskog perioda), tada se
takvo ratunanje interesa naziva dekurzivnim i obeleZava se slovom (d) uz
interesnu stopu. 3

» Ako se izratunavanje i odobravanje interesa visi unapred od kapitala, pofetkom’
svakog obracunskog perioda (interes se unapred dobija od kapitala sa kraja |
obrafunskog perioda) to se zove anticipativno raéunanje interesa i obelezava |

» Haime, kapital posle prve gedine iznosice
K; = Ky + Ky - p% = Ko(1 + p%) = Kor

se slovom (a) uz interesnu stopu. I‘. P“Ie d’uge,
» Vrednost kapitala koja se daje pod interes naziva se sadainja | Ky =Ky + Ky -p% = Ky(1+p%) = Kyr = Kgr?
vrednest kapitala i obelozava so sa K. piletrede
s

» Vrodnost na koju narasta kapital dat pod interes na interes za n
obragunskih perioda naziva so krajnja vrednost kapitala ili kapi
uveéan za interes i obelezava so sa K. 7

K3 =K; + Ky - p% = K3(1+ p%) = Kor = Kgi®
itd., posle n-te godine
K, =Ky™
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Dekurzivno ra¢unanje interesa kada se
kapitalisanje vrsi vise puta godisnje

» Analognim rasudivanjem dobijamo da ako se kapitalisanje vrsi m
puta godiSnje, tada se krajnja vrednost kapitala K, uz
dekurzivno racunanja interesa moZe odrediti iz

Ko = Ko -rmn
ST L » o .
gde je r =1+% = 1 + 50— dekurzivni interesni faktor
i p% je kamatna stopa na godiEnjem nivou, tj. p%(pa).

» MNaime, imamo m - n obratunskih perioda gde se posle svakog i -tog

obratunaskog perioda, i =1.2.3,....mn, kapital K;_; uvecava za
Py,
m ud

» Odatle,

Ki=Kia +%% - Ki1 = Ki1 (1 +%%} =Kiir =Ko -r'

Primer 2.2.1.3

» Heko ulozi 356 000 dinara uz godisnju kamatnu stopu p% =
24%(d). Koliko co imati posle 8 godina ako jo kapitalisanjo 2
puta godisnje?

» Reienje:

> Ko=356000, r=1+2%=1+012=112, m-n=2-8=16

16
> Kyg =Ko =356 000- (1+2%) " =356 000- (L.12)% »

2182 420.14 dinara.

Objadnjenje
» Maime, kako je

100 - g
Ko=K; —K,9%=K,(1—q%) =K, . > Od;th,

sledi da ce kapital posle prve godine iznositi o
0

'ﬁ:Kn'm:’fu'P =K, 2=
» Sliéno, pa posle n-te god'im '
100 — g 100
K1=KZ_KZQ%=K2(1_Q%}=K2W Kﬂ:xﬁ_l.im‘f
te o kapital posle druge godine biti =Ky 1P
U =4 -

x2=xl.m=xl.p=xo.pz

» Noko ulozi Ky = 70 000 dinara uz godisnju kamatnu stopu p% = 59
Koliko ce imati posle 4 godine ako jo kapitalisanje godisnje?
» Reienje:

Ky = Ko -4 = 70 000 - (14 5%)* = 70 000 - (1.05)* = 85 085.4375

» Koliko dinara troba uloZiti da bi se posle 7 godina uz kamatnu stopu
p% = 7.5%(d) i godiSnje kapitalisanje imalo 532 800 dinara? \
» Relenje: 1

Ky =Kg-17 =Ko - (14 7.5%)7 = K, - (1.075)7 = 532 800 i odatle

Primer 2.2.1.1-2

532 800

0= (IOT)'? ~ 321147.82

2.2.2 Anticipativno racunanje interesa

» Ako jo kapital od K, dinara dat pod interes na interes za n

godina uz

» kamatnu stopu od gk(pa) i

» godiinje kapitalisanje,
tada krajnja vrednost kapitala K, uz anticipativno raéunanja
interesa posle n-te godine iznosice

Ky =Ko p"
ado jo
_ 1 100
P=T—g% 100—¢

anticipativni interesni faktor.

Anticipativno racunanje interesa kada
se kapitalisanje vr3i vise puta godiinje
» Analognim rasudivanjem dobijamo da ako se kapitalisanje

vrii m puta godiinje, tada so krajnja vrednost kapitala
K, uz anticipativno racunanja interesa moze odrediti iz

Ko = Ko ™
N 1 100m
8de O P = T35 = Toom—g

» Napomena: Vrednosti anticipativne i dekurzivno
izracunatih intoresa so razliku.
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Primeri 2.2.2.1-2

» Neko uloZi Ky = 23 000 dinara uz godisnju kamatnu stopu g% = 8%(a).
imati posle 8 godina ake je kapitalisanje godisnje?
» Resenje:

Primer 2.2.2.3

100 \® 100\ 100 » Neko ulozi 356 000 dinara uz godisnju kamatnu stopu g% = 24%(a).
Kg = Ky - p® =23 000 (100 - 8) =23000- (ﬁ) =23000 - ——— Koliko ce imati posle 8 godina ako jo kapitalisanje 2 puta godisnjo?
100\7 » ReZenje:
=25000- ﬁ) ~ 44 815.19

1 _100m 2-100 200 |
> Ko =356000, p =5 = Toom—q ~ zio0-2: ~ mer ™ M =2-8=18

» Koliko dinara treba uloZiti da bi se posle 18 godina uz kamatnu stopu g% =
godiEnje kapitalisanje imalo 3 205 800 dinara? » Ki = Ko - p® = 356 000 - (2“:) ~ 356 000 - (1.1363)16 =
Resenje:
- FESeme 2 752 499.47 dinara.
18 18 00 .
18=Ko p® =Ky (35) =Ko~ (WHZ) =3 205 800 i odatle

Ko = 3 205 800 10012y’ — 3205800 (=2 mzsm
LEE 100 100,

Anticipativno i dekurzivno ulaganje

» Za razliku od dosadasnjih slucajeva, gde smo izra¢unavali krajnju
vrednost jedne odredene sume, postoje sluéajovi kada se ulozi
ponavljaju vife puta u jednakim vremenskim intervalima.

» Svaki od tih uloga. ucinjen jo razllmtog datuma pa njihov zbir nece
biti prost zbir, vec naprotiv, kada se izracunava krajnja vrednost svih
uplata svaki ulog se mora ukamatiti od dana uplate. /

» Stanje uloga so mozo traziti

3. Faktor dodajnih uloga

3.1 Zbir krajnjih vrednosti uloga u slucaju
anticipativnog ulaganja
» za dati period posle poslednjeg uloga ili
» na dan poslednjeg uloga.
» Ako se stanje uloga trazi

» za dati period posle poslednjeg uloga odnosno ako se ulaze podetkom
perioda ulaganja radi se o anticipativhom ulaganju.

3.2 Zbir krajnjih vrednosti uloga u slucaju

dekurzivnog ulaganja

» na dan poslednjeg uloga odnosno ulaZe se krajem perioda ulaganja tada )
re¢ o dekurzivnom ulaganju.

3.1 Zbir krajnjih vrednosti uloga u sluéaju
anticipativnog ulaganja

Obja3njenje
» Haimo, prvi ulog se kapitaliSe n godina Sto znaci da krajnja vredno:
prvog uloga na kraju n-te godine bice: ur®
» Krajnja vrednost drugog uloga na kraju n-te godine bice: ur™* jor
so kapitalise n-1 godinu.
» Analogno, treci ulog ce narasti na sumu ur™2 jer se kapitalise n-2
godine, itd.
» Poslednji ulog koji so ulazo pocetkom n-te godine bice samo jednu |
godinu pod interesom na interes i na kraju n-te godine iznosice ur.
» Sumiranjem svih uloga na kraju n-te godine i koristeci formulu za
geometrijsku progresiju dobijamo
S,=ur+w? +wd 4+ ur™t 4 urt

=ur(1+r+r-3+r3+---+r“-‘)=m-rr__1

» Ako so poéetkom svake godine u toku n godina ulaze pou
dinara godiSnje uz p% interesa na interes pri godiSnjem
kapitalisanju, tada ce zbir svih uloga sa interesom na
interes na kraju n-te godine biti

Besw

»gdojor=1+p%=1+ % dekurzivni interesni faktor.
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Faktor dodajnih uloga Bt 3

» Ukoliko je vrednost uloga pocetkom svakog perioda ulaganja, u =
1 dinar, tada je zbir krajnjih vrednosti uloga posle n-te godine
-1

5. =r » HNoko ulaZo poéetkom svake godine po 3000 dinara. Koliko co imati n.
e osme godine, ako se na ime interesa na interes racuna interosna stopa
biferaz g ako je goditnja kapitalisanje?
Tt » Reienje:

naziva se faktor dodajnih uloga.

» Ukoliko se pocetkom svakog perioda ulaganja ulaZe po u dinara
pri Eemu se kapitalisanje vor-g_;i m puta god%gnjle tada zbir krajnjih
vrednosti uloga iznosi:

Sqn = ur

» Postavka: u = 3000 dinara, n = 8 godina, p% = 20%(d) R
Pr=1+20%=1402=12
» S5 =3000-1.2 -";’2":‘ =3000-2-((1.2)" - 1) = 18000 - (4.29981

59 396.70528 dinara

P
r—1
O »
glejer=1+-%=1+5.

Primer 3.1.2 Primer 3.1.3

» Koji se iznos mora pedetkom svake godine ulagati u toku 6 godina dal
interasnu stopu od 30%(d) i godiEnje kapitalisanje na kraju Seste godi
1235 000 dinara?

» Reienje:

» Postavka: n = 6 godina, p% = 30%(d), §¢ = 1 235 000 dinara

»r=1+30%=1+03=13 \

o (3s-1 13 P VI = i
»Se=u-1.3- 52 =02 ((1.3)° - 1) =u-3-3.826809 = 1235

» HNa koju sumu e posle 9 godina porasti polugodiSnji ulog, ako se peé
svakog polugodiita ulaze po 30 000 dinara uz 30%d interosa na inta
polugodisnjo kapitalisanje?

» Redenje:

» Postavka: u = 30 000 dinara, n =9 godina, m = 2, p% = 30%(d)
»r=1+5%=1+15%=1+0.15=115 \
_ (115)18-1 _ 115 L
» 515 =30000- 1.15- 20— = 30000 - 3£ - ((1.15)* - 1) = 2000-

15
w=1235000-%. L = 3%00 _ 74 474 581825223~74 47 11.3754536053 — 2 616 354.329219

13 3.826809 i 3.826809

Primer 3.1.4 3.2 Zbir krajnjih vrednosti uloga u sluéaju

dekurzivnog ulaganja

» Koliko so mora ulagati pe€etkom svakog polugediita, da bi se posle
18%(d) interesa i polugodiSnje kapitalisanje imalo 123 000 dinara?

» Refenje:

» Postavka: n = 5 godina, m = 2, p% = 18%(d), §,9 = 123 000 dinara !

pr=1+20%=1+9%=1+0.09=109 !

» Ako so tokom n godina krajem svake godine ulaze po u
dinara godiSnje uz p% interesa na interes pri godisnjem
kapitalisanju, tada ce zbir svih uloga sa intorosom na
interes na kraju n-te godine biti

z s
=

109
9

2 10 I‘ 1
b Sp=u-109.- 80 Loy (1.09)90 - 1) = u-12. 23673636746 —1

(P _ » L i

123 000 gdojor=1+p¥%h=1+ —— dekurzivni interesni faktor.
- L9 1 _ 10155.963302752 _ y

i e A 109 23673636746 23673636746 4289980653288

4289.99
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Objasnjenje
» Haime, kako se ulagan]g vrsi na kraju godine, prvi ulog so kapitalis

godinu sto mac1 da co krajnja vrednost prvog uloga na kraju n-to
godine biti: wr™

» Krajnja vrednost :irugeg ulega na kraju n-te godine bice: ur"-2 jor

kapitalise n-2 godinu.

» Analogno, treci ulog o narasti na sumu ur™3 jor so kapitalise n-3

goding, itd.

> Posledn]l ulog koji so ulazo krajem n-te godine ne kapitalize se pa co

njegova vrednost ostati nepromenjena, odnosno bice .

» Sumiranjem svih uloga na kraju n-te godine i koristeci formulu za
geometrijsku progresiju dobijamo

S,=uturtw? +uwrd +turrt=u(l+r+r2 + 3+ P

e

= =

Primer 3.2.1

» Koja ce se suma dobiti na kraju 30-¢ godine, ako se krajem
svake godine ulaZe po 5 100 dinara uz 10%(d) kamate na
ime interesa na interes i godiSnje kapitalisanje?

» Reienje:

» Postavka: u = 5 100 dinara, n = 30 godina, p% = 10%(d)

Pr=1+10%=1+01=11

b 53 =5100- L2 = 5100 2. (L) - 1)~

51 000- (17‘ 4494 — 1) ~ 838 919.5157132 dinara

Primer 3.2.3

» Koja ce se suma dobiti na dan poslednjeg ulaganja, ako se krajem
svakog pelugodista u toku 11 godina uz polugodisnje kapitalisanje
i 10%(d) interesa na interes ulaZo po 2 500 dinara?

» Reienje:

» Postavka: u = 2 500 dinara, n =11 godina, m=2, p% =
10%(d)

Pr=1+2%=1+0.05= 1,05

= - (1.05)% — 100 b

532 = 2500 -m 2500 — (o5 -1)

=50000- ((1.1]5)7‘7' = 1) ~ 96, 263.035996 ~ 96263

POSLOVNA MATEMATIKA
Predavac: mr Tatjana Baji¢

Dekurzivno ulaganje i kapitalisanje
vise puta godisnje

» Sli€no, kao i u sluaju anticipativnog ulaganija, i kod
dekurzivnog ulaganja ako se krajem svakog perioda
ulaganja ulaze po u dinara i kapitalisanje se vrsi m puta
godisnje tada zbir krajnjih vrednosti uloga iznosi:

5 = S -
|

. . 1 . B
gda;er—‘l+m%—‘l+—1m.

Primer 3.2.2

» Koliko treba ulagati krajem svake godine u toku 13 godina uz intore
od 25%(d) i godisnjo kapitalisanje da bi so na dan poslednjog uloga i
632100 dinara?

» Reienje:

» Postavka: n = 30 godina, p% = 25%(d), §,5 = 632 100 dinara

P r=1+25%=1+0.25=1.25
(12511 13 12 ‘
L ((1 25) 1) u-4- [(1 25" 1) =6

632100 632100 158025

e M et i ~9192.901364 ~ 9193

»Sis=u

Primer 3.2.4

» Koliko so mora ulagati krajem svakog polugodista da bi so posle 17
24%(d) interesa na intores i polugodisnje kapitalisanje na dan posl
imalo 132 132 dinara?

» ReSenje: |

» Postavka: n = 17 godina, m = 2, p% = 24%(d), 534 = 132 132 dinara |

Pr=1+2%=1+12%=1+012=112

1A ll'lll 25
» Sy =u- By ((1 12)% — 1) - -((1_ 12)%#* -1
3.132132 15855.84  15855.84

= = ] = 343.627
25-((L12)*#-1) ((112)*-1) 46.1425 i
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12 Uvod u finansijsku matematiku — Krediti

12.1 Amortizacija zajma jednakim otplatama
12.2 Amortizacija zajma jednakim anuitetima

12.3 Obracun potrosackih kredita
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Amortizacija zajma (kredita)

» Postepena otplata zajma prema unapred utvrdenom planu
naziva se amortizacija zajma, a plan otplate - plan
amortizacije zajma.

» Postoji vise nacina otplacivanja (amortizacijo) zajma:

» otplatama, koje meogu biti jednake ili promenljive u smislu da
rastu ili opadaju po aritmetickej ili geometrijskoj progresiji sa tim
da se interes placa posebno;

» anuitetima koji sadre otplatu i interes.

» Kako se kod srednjoroénih i dugorognih kredita (zajmova
kaji se koristo dve i viSe godina) kamata najéeice
otplacuje zajedno sa glavnicom, uobicajno je da se
ugovara vracanje kredita kroz odreden broj rata éiji
iznosi predstavljaju anuitete.

12.1 Amortizacija kredita jednakim
otplatama

» Ako so kradit od K dinara amortizuje kroz n nejednakih
anuiteta u kojima su otplate jednake, uiznosuod %, i sa
godisnjom kamatnom stopom od p%(d), tada intores‘?kamata) u

» prvom otplatnom periodu iznosi i; = Kp%
# drugom otplatnom periodu iznosi iz = (K —:)y% = (1 —i) - Kp%

» trecem otplatnom periodu iznosi iz = {x —ZT P = (1 —é] -Kp%

» n-tom ctplatnom periodu izZnosi i, = (r—%ﬂ = (1 —T:] - Kp%

gde su otplatni periodi na godinu dana odnosno rec je o
godisnjem kapitalisanju.

POSLOVNA MATEMATIKA
Predavac: mr Tatjana Bajic¢

Kredit

» Rec kredit potice od latinske reci credo Sto znaci verujem,
imam poverenja u nekog.

» Kredit ili zajam prodstavlja odredeni imovinsko pravni odnos u
kojem jedna strana (zajmodavac, poverioc) ustupa drugoj
strani (zajmnoprimcu, duzniku) pravo raspolaganja noveem, $to
madi:

» zajmodavac daje svoja priviemeno slobodna novéana sredstva
zajmoprimcu koje

» zajmoprimac preuzima, koristi i vraca u ugoverenom vremenskom
periodu, uvecana za sloZeni interes.

» Zajam u odredenoj visini se uglavnom odobrava odjednom, a
vraca se (otplacuje) sa pripadajucom kamatom visekratno ili
anuitetima u ugovorenom roku otplate. ;

Vremenski interval jednog otplatnog
perioda. Vrste anuiteta

» Viromenski interval jednog otplatnog perioda, pored
godine i meseca, moze biti i bilo koji vremenski interval.

» Anuitet, kao i otplata u okviru anuiteta, moze biti stalan,
a moze se i menjati po zakonu aritmeticke odnosno
goomotrijske progresijo.

» Odatle, kredit se moze amortizovati
» jednakim ili nejednakim anuitetima, i u skladu sa tim
» jednakim ili nejednakim otplatama u okviru anuiteta.

» Dogovorom izmedju duznika i poverioca odreduje se ne
samo broj vec i vrsta anuiteta.

Anuiteti kod amortizacije kredita jednakim

» Odatle, u slucaju da su obracunski periodi na

» godinu dana, tada interes koji pripada j-tom anuitetu a; _§+ i f=1,2,m,
» mesec dana, tada interes koji pripada j-tom anuitetu ay —§+ i i=1.2,.m,

gdo su otplate za svaki anuitot a; :E-F ij j=12 ..n jednakeiiznose % g
anuiteti aj = 5-1— ij, j=1.2,..n, sunejednakiiza
» n-godiinjih rata iznose ay = = + [1 —1;—‘) Kpl, . j=1.2

» n-meseénih rata iznose ay ==+ (1 - )k L, j=1.2,..m.

-1
y= (1. —"T)pr.

i—1\ p
P A S
n) FEe {
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Ukupna kamata kod amortizacije kredita
jednakim otplatama

Qdnos uzastopnih anuiteta kod

amortizacije kredita jednakim otplatama
» Ukupna kamata kod amortizacije kredita sa jednakim otplatama k

duznik daje poveriocu kroz » Anuiteti kod amortizacije kredita sa n jednakih godinjih otplata,

1

e - 1
» n godisnjih anuiteta iznosi i = iy +iz +ia + -+ i =1‘Kp% jer K j— .
1tiz3 5 =7 a; =2+ (1-E2) kp%, j = 1.2,..m,

E=igtigtigtotin
=Kp% + (1 —%) Kph + (1 —é) Kpl+ -+ (1 —“+‘) Kp obrazuju opadajudu aritmetiéku progresiju razlike d = —%p%, jor

1 (n-1) +1 A K i s i-1 \
:(u—;{1+z+1+--.+(n—1)))-1{;7%:{“—%- p%:"T- i n,-n—aj=;+K(17;)p%7;7K(lfT p% ‘.II

» n meseénih anuiteta iZnosi i = iy + iz + iy + - + ip = St
Psi+ip it tin

(q_d_,. "1 __k
,(1 o 1-%——'l )Kp%f ”p%

_x2 _B.r A I K 1 i -
_k’2%+(1 ")kﬂ%+(1 "xﬂ%+--+(l - ; odnosno a; = . + Kp%. a,+1=aj*;Kp%=al.*;Kp%dﬂ=

Primer 4.1.1: Amortizacioni plan otplate kredit

od 100 000 dinara uzetog na 5 godina sa Povoljnost amortizacija zajma
kamatnom stopom od 8%(pa) i godisnjim jednakim anuitetima
kapitalisanjem jednakim otplatama
o —r e T > ledui, colacivane aym fedrakiopltaa 2
K—g-nk = 1—%) 100 000 - 8% £:$ _E,, periodima bice opterecen visokim anuitetima.
=100000 —[j—l; 20000 |- (1_?);“” = (6—j)1600 ™ 20000 |7 » Haime, otplate su jednake u svim dogovorenim otplatnim

periodima ali posto je glavnica na koju se raduna interes

1. 100 000 & 000 20 000 | & u poéetnim obraéunskim periodima visoka, posledicno de
2. 20 000 & 400 20 000 \ 4 tada i anuiteti biti visoki.
i- ‘::g : x iﬁx \2 » Odatle, za duZnika je povoljnija amortizacija zajma
= jednakim anuitetima jer se sav terot amortizacije
5. 20000 1600 20000 ravnomemo deli na ceo period amortizacije.
Ukupno 24 000 100 000 124 000

12.2 Amortizacija kredita jednakim anuitet Osnovna pretpostavka i oznake

» Osnovna pretpostavka: Razmatramo model amortizacije

kredita jednakim anuitoetima u kome so
» kapitalisanje pozajmljenog novca i
» isplata anuiteta

vrsi krajom istog obracunskog perioda, odnosno broj anuiteta se

poklapa sa brojem kapitalisanja.

» Napomena: U praksi se desava da broj anuiteta bude vedi ili
manji od broja kapitalisanja, odnosno uplata anuiteta jo ¢osca
ili reda od kapitalisanja, a uobicajno je da bude ¢esca.

» Na primer, kod stambenih kredita, anuiteti so najéesce
obratunavaju i placaju krajem svakog meseca u toku n godina,
a kapitalisanje je godiSnje sa interesnom stopom od p%(pa)d.

12

» Amortizacija krodita (zajma) metodom jednakih anuiteta je
nacin da duznik poveriocu vrati dug (pozajmljeni iznos) tako
sto ce krajem svakog obracunskog perioda placati poveriocu
uvok istu vrednost anuiteta koji se sastojo od

» dela otplate i
» interesa na ostatak duga.

» Medutim, dok je vrednost anuiteta uvek ista tokom perioda
otplato, vrednosti otplate i interesa na ostatak duga u okviru
anuitota se menjaju.

» Postavlja se pitanjo kako izracunati vrednost anuiteta kojim co
so amortizovati (otplatiti) kredit zajedno sa pripadajucom
kamatom kroz ugovoreni broj otplatnih perioda?

1
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Postavka problema Iznos preostalog duga

» U cilju izrade amertizacionog plana otplate kredita jednakim an

Zbog jednostavnosti, pretpostavimo da se kredit od K dinara otpla
" ) A o razmatramo:

jednakim anuitetima krajem svake godine u toku n godina sa intol
stopom od p%(pa)d, odnosno obracunski period jo na godinu dana.
» Uvodimo oznake:

» lznos preostalog duga
» Interes na ostatak duga
» K - vrednost ukupnog duga

» p% - interesna stopa na gediSnjem nivou
b a - anuitet

» Ibir svih interesa i svih otplata
» Iznos preostalog duga K;.j = 1.2....n. u

. » prvom periodu otplate je K; = K
> an - vrednost otplate u j-tom periodu otplate, . )
» drugom periodu otplate je Kz = Ky — by = K — by \
L' vrednost interesa u j-tom periodu otplate . \

N » trecem periodu otplate je K3 = Kz — by = K — by — bz = K — (by+by) itd.
» =n - ukupan broj perioda otplate duga {obracunskih perioda)

» Buduci da so vrednost anuiteta sastoji od dela otplate (b;) i intere:
ostatak duga (i;), uzimajuci u obzir uvedene oznake, imamo da je
a=b; +ij=12..n

» n-tom periodu otplate je Ky = Kp—y — bp—y = K — (by+bz + — + by_q)
» Kako jo K =by + by + -+ by_1 + by, iz
Ko =K~ (by+b; +-+ by ;)
sledi K, = b,,.

Interes na ostatak duga. Zbir svih
interesa i svih otplata

Amortizacioni plan otplate kredita
jednakim anuitetima

» Interes na ostatak duga u

» prvom periodu otplate je iy = K1p% = Kp% Otplata
b =a—i
» drugom periodu otplate je iz = Kxp% L =aTh

» trecem periodu otplate je iy = Kap% itd.

br=a—ip
» n-tom pariodu otplate je &y = Kap% 1

\ By g =a—iyy
» Odatle, iy + i+ +ip g +ip =K+ Ko+ + K,y + K)p%. | n Kn=Kn1 —Bus Ll
» Kako je @ = b; +i;,j = 1.2.....n, neposredno sledi da je g Yk Sy,

(bytby ++ by +by)+ (iy+ig+--tiy ;+i,) =na

=

Uslovi koje treba da zadovoljava amortiza

e ’ mor Vrednost anuiteta kojim se kredit amortiz
plan otplate kredita jednakim anuitetima

» Primetimo da

» sa jedne strane imamo da se pozajmlieni novac K kapitalife n
obragunskih perioda (u ovom sluéaju n godina), a

» Uzimajuci u obzir analizu i zakljucke donote u vozi
» lznosa preostalog duga
» sa druge, da se anuiteti a uplacuju krajem svakog perioda (krajem svake
godine) u toku n obraéunskog perioda
sa istom kamatnom stopom p%(d).
» Odatle, imajuci u vidu zbir krajnjih vrednosti uloga u slucaju
dekurzivnog ulaganja, sladi

» Interesa na ostatak duga
» Ibira svih interesa i svih otplata

amortizacioni plan otplate kredita jednakim anuitetima je dobro urads
ako zadovoljava: |

» Poslednja otplata b, je jednaka poslednjem ostatku duga K,: Kn = by Kr"=a ™ —1
» Zbir svih otplata by.j = 1,2, .., m, jednak je 2ajmu K: K = by + bz + -+ baoy +'.| r—1
s . . ) gde jo r=1+p% = 1 +-2 dekurzivni interesni faktor.
¥ iy tigt - tinog tin = (K1 + K2+ o+ a1 + Kndo% 100 .
» Zbir svih interesa i.j = 1,2, ...,m, i 5vih otplata by, § = 1.2, ....n, mora bitj j » Iz dobijene jodnakosti, anuitet a moZe so izratunati po formuli
proizvedu anuiteta a i broja perioda otplacivanja n: - a ¥ e
(by#by+ - +by  +b )+ (i +ip+--+iy_+iy) =na a=Kr m—1
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Izra¢unavanje j-te otplate
Primer 4.2.1

» Ha osnovu amortizacionog plana, imamo da jo
» prvaotplata by =a—iy = a — Kip%h
» druga otplata by =& — iz =a — Kzp% = a — (K1—b1)p%
= a— Kip%+ byp% = by + bypts = by(1 + pog) = byr
» trecaotplata by = a— i3 = a — Kap% = a — (Ka—bz)p%
=a— Kyp% + bap% = by + byp% = ba(1 + p%) = bar=byr? |

» Zajam od 3 000 000 dinara amortizujo se u toku 10 godina uz 15%(d)
kamate. Koliki ce biti anuitet ako se uplacuje na kraju svake godine
uz godifnje kapitalisanje? i

» Reienje:

» K= 3 000 000 dinara, n=10 godina, p%=15%(d)

»r=1+15%=1.15

b a=Kr"Z= =3000000- (1.15)*°

itdl.
» n-ta otplata b, = byr™?
» Odatlo, j-ta otplata iznosi
bj=bril, j=12..n
gdojo by =a—Kp%ir=1+p%=1+-= dekurzivni interesni
1%

215 450000 —— =

115)10-1 e
¢ ) & {135)

450 000 - 1.328 ~ 597 756.187

100 20

Primer 4.2.2 Primer 4.2.3

» Zajam od 2 000 000 dinara amortizuje se za 5 godina jednakim
anuitetima uz 8%d interesa i godisnje kapitalisanje. Kolika ce biti
treca otplata by ako se anuiteti uplacuju na kraju svake godine?

» Redenje:

» K=2 000 000 din, n=5 god, p%=8%d(pa), j=3.

»r=1+8%=1.08

. . s_ 008 _ 1
» a=Kr* —=2000000-(1.08) Ay 160 000 5 {u:s] =

160000 - 3.131 =~ 500 913

» Zajam od 15 000 000 dinara amortizuje se u toku 20 godina uz 12%(
kamate na godisnjem nivou. Koliki ce biti anuitet ako se uplacuje na
kraju svakog polugodista uz polugodisnje kapitalisanje? h

» Reienje: {

» K= 15 000 000 dinara, n=20 god., m=2, p%=12%(d) \

»r=1+Zy%-1.06 \

o S : s0__006 — 1 £
R e L 1mm » by =a—i; = a— K,p% = 500 913 — 2 000 000 - 8% = 500 913 —

160000 = 340913
by = byr®1 = 340 913 - (1.08)* ~ 397 641

900 000 - 1.108 =~ 996 923

Interesi za svaki mesec otplate kredita

» Oznacimo sa
» K iznos kredita,

12.3 Obracun potrosackih kredita

» Potrosacki krediti predstavljaju najrazvijeniji oblik kreditiranja
stanovnistva.
» Metodoloski pristup obraéunu potrofackih kredita nije isti za sve banke i

» m broj jednakih meseénih otplata i
» p% goditnju kamatnu stopu.

ek » Tada interes za
» Najéeice se koristi .va loiki postupak 2 na a'rit:netit':kom nizu. N s x%%
» Razmatramo metodoloski pristup obracunu potrosackih kreditau | NEpr . .
| e —
kome: | » drugi mesec iznosi iz = (x - “)E% = (1 -2} ko

» prilikom podizanja kredita interes se obrafunava na taj nagin ito se za prvi » treci mesec iznosi iy = (x _H).L% - (1_%) kLo
mesec rafuna na celokupni iznos kredita, a za svaki naredni mesec na dug i 3 3
umanjen za otplatu bez interesa; 7

: = (g moE g _mey
» proseéna meseéna rata se dobija take ito se ukupan interes doda kredi » m-ti (poslednji) mesec otplate iznosi iy, = (K ™y )?Lz% = (1 -

dobijena suma pedeli brojem meseci otplate. b ]
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Prosecna mesecna rata potrosackog kredit

» Odatle, ukupan interes bice jednak zbiru svih interesa
i=:,+|1+|3+ +in

[ PP PR ) 3 Y 1—— x—%+ +l1-
1z m) 1z

_1)11%
™
:(m—&{1+2+3+-- +(m—1.)))-xﬁ%:(m——k:_;)-xﬁ%—‘*'.xz%

odnosno

ade je k=221 Z.9; kamatni koeficijent.

» Kada se ovako dobijeni interes doda kreditu i dobl]em zbir podeli broj
meseci otplate dobija se prosecna mesecna rata:
K+i
b=

Primer 4.3.1 - otplatni plan gde je
prose¢na mesecna rata 3 210 dinara

POSLOVNA MATEMATIKA
Predavac: mr Tatjana Bajic¢

Primer 4.3.1

v

Kredit od 18 000 dinara otplacuje se 6 mesoci uz 24%
kamate. Mapraviti otplatni plan i odrediti kolika je mesecna
rata.

Reienje:

K=18 000 dinara, m=6 masoci, pk=24%d

i= K22 205 = 1800052 20, — 18000 7 = = 1260

p — Kl _ 18000+1260

Yy v¥yvv

- = 3000 + 210 = 3 210 dinara jo
prosecna mesecna rata.

Ma kraju meseca | Iznos preostalog duga | Interes na ostatak duga
18000 9:? 360=(7—j)-60

1 15 000 360

2 12 000 300

3 9000 240

4 5000 180

5 3000 120

B 0 &0
W

Ukupno B Za, = 1260

=

Literatura

1. Branislav Boricic, Miodrag Ivovic, Mirjana Ilic, Jelena
Stanojevic (2020): Matematika, Centar za fzdavacku delatnost,
Ekonomski fakultet Univerziteta u Beogradu, Beograd.

2. Ivana Kovacevic, Ana Savic (2006): Poslovna matematika, Visa
elektrotehnicka fkola, Beograd.

3. Jelena Ko&ovic (2001): Finansijska matematika, Centar za
izdavathku delatnost, Ekonomski fakultet Univerziteta u
Beogradu, Beograd.

4. Dragica Krgovic, Milena Jeli¢, BoSko Damjanovic (1992): Zbirka
zadataka iz matematike, || deo, Nauéna knjiga, Beograd.

28




	10.2 Ekonomske funkcije (6)
	11.2 Uvod u finansijsku matematiku (8)
	12.2 Uvod u finansijsku matematiku - Krediti (6)

