AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
Odsek za medicinske i poslovno-tehnoloske studija

MATEMATIKA/KVANTITATIVNE METODE/POSLOVNA MATEMATIKA

Predavac: mr Tatjana Baji¢

8 Integralni rac¢un
8.1 Neodredeni integral
8.2 Metode integracije
8.3 Odredeni integral
8.4 Metode integracije kod odredenog integrala
8.5 Nesvojstveni integrali

8.6 Primene integralnog raCuna



AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
Odsek za medicinske i poslovno-tehnoloske studija

MATEMATIKA/KVANTITATIVNE METODE/POSLOVNA MATEMATIKA
Predavac: mr Tatjana Baji¢

Kvantitativhe metode
Poslovna matematika

8 Integralni rac¢un
8.1 Neodredeni integral
8.2 Metode integracije
8.3 Odredeni integral
8.4 Metode integracije kod odredenog integrala
8.5 Nesvojstveni integrali
8.6 Primene integralnog racuna
Predavac: mr Tatjana Baji¢

Primitivna ili prvobitna funkcija

» Hoka jo funkcija fi(x) definisana na intervalu (a. b).
» Diferencijabilna funkcija F(x), x € (a. b) zove se primitivna ili

prvobitna funkeija funkeije f(x) ako i samo ako jeo

F'(x) = f(x), x € (a, b).
» Za proizvoljnu konstantu C,
» ako je F(x) primitivna funkcija funkcije flx) na intervalu (e, b), \
» tada je i bilo koja funkcija oblika F(x) + €, € € R, takode primitivna | |
funkcija funkeije f(x), jer |
(F(x)+ 0 = f(x)

» Odatle, primitivna funkcija nije jednoznaéne edredena vec je u
pitanju familija krivih {F(x) + C: € € R} koje se medusobno razlilg
za konstantu C.

Osobine neodredenog integrala

» Ako jo F(x) primitivna funkcija na intervalu (a. b) tada jo F(x) nep
na tom intervalu.

» Svaka neprekidna funkcija f(x) na intervalu (@, b) ima na tom interval
primitivnu funkciju F(x), odnosno svaka neprekidna funkcija f(x) jo i
noke funkcije F(x).

» Diferencijal neodredenog intograla jednak je diferencijalu primitivne

funkcijo:
d( ] f(x)dx) - f)dx

jer d([ fx)dx) = d(F(x) + €) = F'(x)dx = f(x)dx.
Heodreden integral diferoncijala jednak je podintegralnoj funkeiji:

Jd(F(x)’J =jF’(x)dx B Jf(x)d:r: F(x)+C s

-«  Primitivna ili prvobitna funkcija
+ Definicija neodredenog integrala
- Osobine neodredenog integrala

« Tablica neodredenih integrala nekih elementarnih funl

- Osnovna pravila integracije

8.1 Neodredeni integral

Definicija neodredenog integrala

» MNoka jo funkcija f(x) definisana na intervalu (a. b).

» Skup svih primitivnih funkcija funkeije f(x) zove se neodreden
integral i oznacava so sa:

[ fx)dx.

» Funkcija f(x) zove se podintegralna funkcija (integrand), dok jo
f(x)dx podintegralni izraz. \

» Postupak dobijanja familijo primitivnih funkeija {F(x) + C:Ce B}, ©
funkcije f(x), Sto krace zapisujemo u obliku )

f f(x)dx = F(x) + C

naziva so integriranje (intergracija).

Tablica neodredenih integrala nekih
elementarnih funkcija

e 1 e
Jdx=x+C J'—“gzsdxftgx+ﬁ‘

I 1_dr=—ctgx+C

sinfx

—
[@dx=22+C n=(-1

Jidx=inix|+C

1 _ | aresinx+C
4 1-s2 o {—arccosx +C

fa*dx=21C.a>0

Jefdx=e*+C _ | arctgx+C

1
L _dx=
[sinxdx=—cosx+C J 14x? {ﬂlrcctgx +C

[ecosxdx=sinx+C
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Osnovna pravila integracije

» Neka su F(x) i G(x) primitivne funkcije redom funkcija
f(x) i g(x) na nekom intervalu. Tada je:

b [k-flxddx=k- [ flx)de, ke Rk=0
> J(flx) £ g(x))dx = [ fla)dx £ [ gla)de.
» Primeri:

8.2 Metode integracije

* Metode smene

- Metode parcijalne integracije

2
b [omdx=2arctgx +C 5 i el
> =tm H‘ o —— - Integracija racionalnih funkcija

- Integracija nekih iracionalnih funkcija

Metoda parcijalne integracije

» Ako su u = u(x) i v = v(x) diferencijabilne funkeije, tada vazi

fu-dv:u-uffu-du

koju nazivamo formulom parcijalne integracije.
» Kod proizvoda:

» polinoma i eksponencijalne funkcije ili polinoma i trigonometrijske funkci
funkciju u = u(x) uzima se polinom (na primer, [(x+ 1)e*dx, [ x- cosx

Metoda smene

» Heka je f(x) = f(g(t)) slozena funkcija promenljive t,
gdo jo funkcija g(t):
» neprekidna funkcija sa neprekidnim izvodom i
» inverznom funkcijom £ = g~1(x).

» Uvodenjem smene x = g(t) dobijamo

[raax= [ rgw)g @ar
» polinoma i logaritamske funkcije ili pollmma i inverzne tngonometn]ske'
funkcije, za funkeiju u = u(x) se uzima logaritamske funkcije, odnosno i
trigonometrijska funkeija (na primer; [ 2x- Inxdx, [(x — 3)arctgx dx).

» Posle integracije, novu promentjivu t treba, pomocu
smene t = g~1(x), vratiti na staru promenljivu x.

» Primer: _[—d.\: =2TFx+C, x> (-1), » inverzne trigonometrijske i eksponencijalne funkeije, svejedno je Sta j
u = ulx).
smona: x=t—1odnosnot=1+x

Integracija prave racionalne funkcije

Integracija racionalnih funkcija

» Ako jo f(x) = ;:(’2 prava racionalna funkcija, odnosno n < m, tad.

Fix) moze rastaviti na zbir parcijalnih razlomaka oblika:
Ax+B

= n?‘ btk

» HNeka jo f(x) = "' "

racionalna funkcija, gde je

» N - stepen polmcma Fi(x)=pp+ px 4 pox® 4+ pp x", pp #0
» m - stepen polinoma @, (x) = g5 + q1x + 23 + -+ g ™, G = 0.
» Ako je n =m, odnosno funkcija f(x) je neprava racionalna
funkeija, tada deljonjem polinoma B, (x) sa polinomom Q,,(x),
funkciju f(x) mozemo prikazati kao zbir polinoma i prave racionaln
funkeije u obliku: |
R(x)

QO ()

) ) oy e 6% +8x43
» Primer: f(x) S e

» pri &emu prvi tip razlomka potice od realnih, a

(T n]‘

» drugi tlpaaﬁ% od kompleksnih nula

polmoma Qm(x) uimeniocu funkcije f(x). Odatle, problem se svodi na
rosavanje integrala oblika

Azt
I (F— n)ldx J(x=+bx+e)k =

Fx) = P(x) +—=

de su A i B realne konstante kojo treba odrediti, k€N, a kvadrat j
rinom x? + bx + ¢ ima konjugovano komploksne nule.
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Polinom u imeniocu @,,,(x) ima realne i
jednostruke nule

Pn(x)

» Ako su nule polinoma @, (x), racionalne funkcije f(x) = > realni i

medusobno razli€iti brojevi xy, x3, .... 2y, onda se funkcl]a f(x) moZe nap]
obliku:

» Ako su nule polinoma @, (x), racionalne funkcije flx) =
visestruke tako da jo x = x; nulareda ky, x = x; nulareda kz, .., x =

Predavac: mr Tatjana Baji¢

Polinom u imeniocu @,,,(x ) ima realne i

visestruke nule

reda k,,, onda se funkcija f(x) moZe napisati u obliku:

0 m’ el

Ak

- Ppix) Prix) _ A 1
f= T (X)X} e (X Xn) 7 U? AT~ x.)*lg x—xp) 2 (x—mgbm T (x—xy)¥1 +(x —x1 )“1 thiss +cx 1) +( -
koji omogucuje da se dobijeni izraz moze rastaviti u formi et g b e T ey
Pn(x) Ay Az Am | ; i g ST "
= t e - iz koga se mogu izracunati nepoznati kooficijonti A;.i=1.2,..m. j=1
am(x—x1)(x—x2) - .. - (x—2m) (x—2x1) (x—2x2) (2 — xm) hog T S s : 2 5 !
iz koga se u izradunati nepoznati koeficijenti Ay, Az, ... ,Am. { » Odatle, u ovom slucaju integral ff(x)dx 59 moze odrediti na slodoci

» Odatle, u ovom slucaju integral [ f(x)dx se moZe odrediti na sledeci
Ry Ay A
ff[x)dr— +jmd—r+"'+‘L

TS Rl e b

Polinom u imeniocu Q,,(x) ima kompleks
i jednostruke nule

» Ako su nule polinoma @,,(x), racionalne funkcije f(x) = %, kom{
boz viSestrukosti, onda se funkcija f(x) moZe napisati u obliku:

[ reax= f@n((i)) sz(x e

" 6xl+Bx43 A4 Az Ay
Primor: f(x) = S WP S S
&= (x+1)? 2+l (z+1)E (x410°

—d

14

Integracija nekih iracionalnih funkcija

» Integrali oblika

Flx) = Pr(x) e
T 2012407 (X4 0z 2+ D7) o (e O3+ By fR[ ru+k (unh):] ax=Icq
A;x+B; Azx+Bz A.x+ B, c:(+d " \ex+d, "'y

T2 +ax+by) (xf+azx+by) 2 +a,x+b,,)
iz koga se mogu izracunati nopoznati kooficijonti 4; B;.i = 1.2, ...m.
» Odatlo, u ovom slucaju integral ff(x)dx sa moze odrediti na sledeci

svode se na integrale racionalne funkeije po promenljivoj t
uvodenjem smene:

axtb _ t", T t*d-b i (:‘d—a-) dt

cx+d a—the' a-tke,

e . ; S m
jf(x)dx g P,(x) dx— zj Ax+B; o it pri €emu je broj k najmanji zajednicki imenilac razlomaka S
Qm(x) (x2+a«1t+bx i tme J"mdx
Apv+B

Integrali oblika fmdx s resavaju metodom smono., .

8.3 Odredeni integral

+ Pojam odredenog integrala
Uslovi postojanja odredenog integrala
Osobine odredenog integrala

+  Njutn-Lajbnicova formula

Krivolinijski trapez

» Moka je funkcija f(x)
definisana i ogranicena na ¥
intervalu [a, b]. -
» Krivolinijski trapez predstavlja y
figuru ogranicenu: 7
» Ox 0som
» neprekidnom nenegativnom
funkcijom f(x),

»pravama x =aix=b.
» Osnovica krivolinijskog trapeza
jo interval [a, b].
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Podela krivolinijskog trapeza

p Tackamaa=xp <Xy < <Xp1 <Xn=b !,
podelimo interval [@, b] na n proizvoljnih
delova.

» Oznacimo sa Ax;= x; — x;_4 duzino
podintorvala [x;_y.x;), i=1.2,...n.

» U svakom podintervalu [x;_;. x;) izaberemo
proizvoljnu tacku &, i = 1,2, ...n i
formiramo proizvode Ax; f({;) koji

predstavljaju povrsine pravougaonika Cijo ‘
su stranice Ax; i f(£;).

Predavac: mr Tatjana Baji¢

Definicija odredenog intervala

» Uocimo zbir povrsina svih ovako dobijenih pravougaonika:
n

Sp = Axy f(§1) + Axp f(§2) 4 L, ) = Zﬂx; figa
i=1
» Ako, nezavisno od podele intervala [a, b] na n delova i izbora
tacaka ¢;, i=1,2,...,n, postoji grani¢na vrednost
n

o5 = géigﬁnzl bx, G =1

granicu integralnih suma nazivamo edredenim integralom
funkcije f(x) na intervalu [a. b] i simbolicki ga obelezavamo:

20

b
I= f flx)dx

Integrabilnost funkcije

» Kod odredenog integrala
b
= J FDdx
a

» funkciju f(x) nazivamo podintegralnom funkcijom ili
integrandom, a
» broj a nazivamo donjom, a broj b gornjom granicom integrala.
» Ukoliko odreden integral funkcije f(x) na intervalu [a. b]
postoji i konacan je, odnosno

< oo

b
‘ff(x)dx

za funkciju f(x) kazemo da jo integrabilna na intervalu [a. b].

Osobine odredenog integrala

> [ f@dz=0.

> [} flds =~ [} fl)de

» [PCfode = [P flx)dx, €= const., C= 0.

> [ +g)dx = [ fa)de + [} glide

» Ako tacka cdeti interval 1n.eb] na dva d!:la, a < c < b, tada vazi;
ff(xjdx = f}'(#)dx + fﬂ:ﬂdx

3to geometrijski predstavlja sabiranje povrSina.

Uslovi postojanja odredenog integrala

» Ako jo funkcija f(x) integrabilna na intervalu [a, b], tada
jo f(x) ogranicena na tom intervalu. Obratno ne vazi.

» Ako je funkcija f(x) neprekidna na intervalu [a. b], tada
je f(x) integrabilna na tom intervalu.

» Ogranicena funkcija f(x) na intervalu [a. b] sa konacnim
brojom prekida je f(x) intograbilna na tom intarvalu.

Njutn-Lajbnicova formula

» Ako je funkcija f(x) neprekidna na intervalu [a. b], a F(x)
primitivna funkcija funkcijo f(x), odnosno F'(x) = f(x),
tada jo

b
ff(x)if = F(x) Ig= F(b) — F(a)

» Hjutn-Lajbnicovom formulom izrazava se veza izmadu
odredenog i neodredenog integrala.

» Ma taj nacin dobila se opsta metoda za resavanje
odredenih integrala i mogucnost njihove primene u
razli¢itim oblastima nauke i prakse.



AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
Odsek za medicinske i poslovno-tehnoloske studija

MATEMATIKA/KVANTITATIVNE METODE/POSLOVNA MATEMATIKA
Predavac: mr Tatjana Baji¢

Metoda smene kod odredenog
integrala

» Neka je f(x) neprekidna funkcija na intervalu [a, b].
» Uvodemo smenu x = g(i).

» Ako funkcija g(#) ima neprekidan izvod na intervalu (e 8],
gde je a = glar) i b = g(), tada
b

8.4 Metode integracije kod

odredenog integrala
[
Metoda smene kod odredenog integrala fﬂdex o ff(g(t))_q'(t}dt
Metoda parcijalne integracije kod odredenog a @

integrala » Kod odredenog integrala, uvodenjem smene menjaju se

granice integracije tako da @ = g~(a) i p= g~ 1(b).

» Primer: _[;'%dx: 2 —“—27

Metoda parcijalne integracije kod
odredenog integrala

» Ako suu = ulx) i v = v(x) diferencijabilne funkcije na : s :
intervalu [a. b], a v(x)du(x) jo integrabilna, tada vazi: 8.5 NESVO] stveni }ntegrah
H ¢ Integrali kod kojih
granice nisu konacne - Integrali sa beskonacnim granicam
ili
podintegralna funkcija nije ogranicena - Integrali
neogranicenih funkcija

fu(z)dv(x) = u(x)v(x) |2 —j v(x)du(x)
» Primar: [* (1 - 22)evdx =2

e

nazivaju se nesvojstveni integrali.

Integrali sa beskonacnim granicama
Nesvojstveni integral funkcije f(x) na intervalu [a/

Primer 1

s Se=lm e lint D= Ea(f 5}
» Heka je f(x) neprekidna funkcija na intervalu [a, ).
» Ako postoji granicna vrednost llLtE j:f[x)dx, onda 5o ona

naziva nesvojstveni integral funkcije f(x) na intervalu
[a. ), odnosno

Tf(!)dr = ell}gff(r)fh

» Ako je ova granicna vrednost konacna, nesvojstveni integral
konvergira, inace divergira.

e ——

29
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Integrali sa beskonacnim granicama
Nesvojstveni integral funkcije f(x) na intervalu(—

Primer 2

0 " 0 . .
» [ xe*dx = lim [ xe*dx = lim(xe* —e¥) I!= lim e*(x—1) !

» Goometrijski, nesvojstveni integral definise neogranicenu » Haravno, povrsina bi bila apsolutna vrednost (jer je kriva ispod x-

povrsinu oivicenu lukom krive f(x), pravom x = a i x - osom.
» Analogno se definiSe nesvejstveni integral funkcije f(x) na
intervalu (—os, b], odnosno

ff(x)dx = Bgleff(x}dx
- t

» Ako su obe granice integracijo beskonacne tada je
+oo a +m

f Feodx = j fldx+ f Fdx

Primer 3

e

Integrali neograniéenih funkcija - | slu¢aj

1 1
f Teade = lim | o gdr= zlzu:n:[amgz) 4= lim arctgh— lm arctga

4 ey
= %_ o ;) i » Meka je f(x) neprekidna funkcija na intervalu (a, b] i lim f(x) =
oo,
‘ » Ako postoji granicna vrednost lim f:ﬂf(::):h-, onda se ona
naziva nesvojstveni integral funkcije f(x) na intervalu [a. b],
/ \\ odnosno
_ E : b b
— T [ ras=1m [ ras
e P — 4 3

» Primer: f;%dx =2

Integrali neogranicenih funkcija - 1lI
slucaj

Integrali neogranicenih funkcija - Il sluca

» Neka je fix) neprekidna funkcija na interalu [a. b) i i—i“;f(x) =
oo,

» HNeka jo funkcija f(x) neogranicena u okolini tacke c € [a. b]
tada so nesvojstveni integral dofiniSe sa

» Ako postoji granicna vrednost lim f:_éf(z)dx. onda se ona
naziva nesvojstveni integral funkcije f(x) na intervalu [ b],
odnosno

b c—£ b
[reax—tim [ raax-+iim [ reoax
3 a c+E
> Primr:f'_lh—lzd_t =0

b b—g
[reax=im [ reas
2 )

» Primer: fol%d.r =2
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lzracunavanje povrsine ravne figure - | slucaj

» Ako jo funkcija f(x) 4
neprokidna i nenegativna Y
funkcija na intervalu
|a. b], onda povrsina
ogranicena x - osom,
grafikom funkcije f(x),
pravamax =aix=b,
iznosi

8.6 Primene integralnog rac¢una

Izraéunavanje povriine ravne figure
Izracunavanje zapremine obrtnih tela

b
P= ff(x)dx

Izracunavanje povrsine ravne figure - Il sluaj Izracunavanje povrsine ravne figure - Ill slucaj

» Ako jo oblast ogranicona

graficima neprekidnih funkcija ¥ S f(—.x

» Ako je funkcija f(x)
neprekidna i negativna
funkcija na intervalu [a, b], ¥=a
onda povrsina ogranicena x -  ——

osom, grafikom funkcije
f(x), pravamax=aix=»h,
iznosi

b
Pi= —jf{zjda::

b
/ f{szx‘

Izra€unavanje zapremine obrtnih tela

+
: 4 |
» HNeka jo funkcija f(x)
neprekidna i stalnog znaka
na intervalu [a, b].

y=(x)

-

» Zapremina obrtnog tela
koje so dobija rotacijom
zadate funkcije oko x-ose

4
| AX
jodnaka jo: L
] ‘ \MJJM \
V= nj F(x)dx ! N
a |

fx) i g(x), fx) = g(x) na
intervalu [a, b] i pravama x = a
i x = b, tada jo povrsina razlika
povriina dva krivolinijska
trapeza:

b b
P:jf(x)dx—fg(x}dx

b
- [0 - ganax

Primeri

» lzracunati povrsinu izmedu
> kr‘ivey:i—l.z-oseipravihxzzix:3
2 :
b krivey ==, x-oseipravex=1

xt46x+9

b hivey=""""— x-oseipravihx=0ix=1.
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9 Kombinatorika/Procentni rac¢un
9.1 Njutnova binomna formula
9.2 Kombinatorika

9.3 Procentni ra¢un
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Kvantitativhe metode

Poslovna matematika . .
9.1 Njutnova binomna formula
9 Kombinatorika/Procentni racun

9.1 Njutnova binomna formula

9.2 Kombinatorika

9.3 Procentni racun

+ Faktorijel prirodnog broja
+ Binomni koeficijent
» Paskalov trougao

Predavac: mr Tatjana Bajic

Faktorijel prirodnog broja Binomni koeficijent

» Binomni koeficijent, u oznaci

k
(€ita so ,,alfa nad ka“), gde & € Ri k € N, definiSe so sa
_ala—1)a—2)--(a—k+1)
GD = K

—5(-5-1)-5-1) _ 567 _
3 i

» Faktorijel prirodnog broja n € N je proizvod svih
prirodnih brojeva od 1 do n, u oznaci n!, odnosno
1-2-3--n=mn!
» Podefiniciji je: 0! =1, 1! =1in!=nn—-1)L.
» Maprimer, 6! =6-5-4:3-2-1="720.

» Dvojni faktorijel prirodnog broja n € N, u oznaci n!!,
definiSesesa: 0 =1, 11 =1inll =nn—2)
» Haprimer, 61! =6-4-2=48ili 7!=7-5-3 = 105.

» Na primer, (_35) =

1
» Posebno, ako je n prirodan broj ili 01 n = k, tada jo:
(n _nn-1)mn-2)-m—k+1) n!
k)7 k! T kK(n—k)!
5(5-1)(5-2) _ 543
—

=110

» Ma primer, (g) =

Osobine binomnog koeficijenta Njutnova binomna formula

» AkosunkeNinz=k, tada:

(0 =(a2s)
(0)=Go=1
() =GEg)=n
GoD+CeD=0

» Akojen e NiabeR, tada jeo:

(@+by"=(g)a"+(7) e b+ (3) @267 + ..
a2 g)amm 24 (1 ) abmte ()b
—a" +na™1h+ 20N gn-2p2 4

+ﬂ(ﬂz—l}azbn-2 +nab™1+ b =¥, (;) an-kpk

» Ha primer, razvoj binoma 2. i 3. stopena je oblika: |
(a+b)’=a® + 2ab + b* (a—b)?= (a+(—b))’=a’ —2ab+

(a+ b)*=a® + 3a’b + 3ab® + b® (e —b)*= a® — 3a’b + 3ab?
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Paskalov trougao - vrednosti binomnih koeficije!

Vizuelizacija razvoja binoma do treceg
stepena, a,b>0

@b}t = a +

(a+h)? a’ + 2ab +

Zbir brojeva u pojedinom redu Paskalovog

» Paskalov trougao jo posebno uobli€en niz binomnih kocficijonta, tj
trougao od niza koeficijenata razvoja binoma (1 + 1)",n = 0,1.2,3, ...

» 1. red: (3)=1=(l+1)°=2“

Sest redova Paskalovog trougla u formi
binomnih koeficijenata

(%)

3 2 »2.red: (D) +(}) =1+1=1+ =2
5 (0) 5 (1) % b3.r9d:(ﬁ)+@)+@)=1+2+1=(1+1)==23
<U) (i) (2) rarod (N +(3)+ )+ () =1+3+3+1-1+1p=2
@ O G 6 - a-ah-gp w.
» 5. red: (U)+(1)+(2 +(3)+. B)=l+4+6+at1=(1+10)=

G O 60 6 O
G 6 6 6 0 6:

» n-ti red: (E) +(':D + ---+(nﬁ 1) +(:D —a+yr=2"

Kombinacije, varijacije i permutacije
bez ponavljanja (BP)

» Hoka je dat osnovni skup A = {a;.a,, ... a,} sa n medusobno
razlicitih olemenata.

9.2 Kombinatorika

» Definicija 1.1. Podskup od k elemenata, 1 < k = n, skupa A naziva
so kembinacija bez ponavljanja (BP) klase k od n clemenata
(skupa A).

» Definicija 1.2. Uredeni podskup od k clomenata, 1 < k < n, skupa "'.
A (uredena k-torka) naziva se varijacija bez ponavljanja (BP)
Klase k od n elomenata (skupa A).

Kombinacije, varijacije i permutacije bez
ponavljanja (BP)

Kombinacije, varijacije i permutacije sa
ponavljanjem (SP)

» Definicija 1.3. Uredenje citavog skupa A naziva se permutacija
bez ponavljanja (BP) od n elomenata (skupa A). 12
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Broj kombinacija, varijacija i
permutacija bez ponavljanja

Primeri 1.1 - broj permutacija bez
ponavljanja od n elemenata

» P, - broj permutacija bez ponavljanja od n elemenata

Pr=nn-1)(n—-2)3-2:-1=mnl,n=1

a =01 =

» V& - broj varijacija bez ponavijanja klase k od n elemenata
vk = n[n—l)(n—z‘zg---(n—k+ 1), 1<ksn

» Kolike ima permutacija bez ponavljanja skupa {a,b,c}?
» Resenje: P; = 3! =13 -2 - 1=6 permutacija BP: abc, acb, bca,
bac, cab, cba.
» Koliko permutacija bez ponavljanja skupa {1,2,3,4,5,6,7}
pocinjo sa 367

n=1 » Resenje: (7-2)1=5l=5-:4-3 -2 . 1= 120 permutacija BR.
» Ck - broj kombinacija bez ponavijanja klase k od n elemenata »> !’vla kolikx_:s nacina moZe da sedne 6-oro dece u redu koji ima
d:i_w_"_'_() i Sest stolica?
T oy e T » ReSenje: Na 6!= 6 -5 - 4 -3 -2 - 1= 720 naéina.
0

Primeri 1.2 - broj varijacija bez
ponavljanja klase k od n elemenata

Primeri 1.3 - broj kombinacija bez
ponavljanja klase k od n elemenata

Koliko ima kembinacija bez ponavljanja klase 2 skupa {a,b,c}

v

» Koliko ima varijacija bez ponavljanja klase 2 skupa {a,b,c}?
» Resenje: ¥} =3-2=6: ab, ac, bc, ba, ca, cb.

» Ha koliko razlicitih nacina mogu uci 3 studonta od 7 studenata
jedan po jedan u slusaonicu?

» Reienje: €3 =

(;) = 3 kombinacije BP: ab, ac, bc.

Student na ispitu dobije 12 pitanja od kojih mora da odgovori na 9. Na koli
razlicitih nacina student moZe da odabere tih 9 pitanja?

v

-~ - - I 12 12-11-10-9-8-7-6-5-4 l]' jZ 12-11-10 ~.
» Resenje: Na V3 =7 - 6 - 5=210 naéina. \ » Redenje: Na €3, = ( ) —_— ): —— = 220 nadin

» 3pil so sastoji od 32 karte. Ma koliko nacina mozemo izvuci tri
karte iz Spila ako vec izvadenu kartu ne vracamo u Spil pre
vadenja sledece?

» ReSenje: Na V3, = 32 - 31 - 30 = 29 760 natina.

L

Ma tacni se nalazi & belih i 5 cmih Eokoladnih kl.guca. Ma koliko nacina
mozemo uzeti 4 kuglice ako: a) boja €okolade nije od znacaja? b) dve kuslic
moraju da budu od bele éokolade, a dve od crne?

» Refenje: a) Na €l gz = (6+ 5) = ("‘) = m= 330 natina.

b) Ha ¢ (1} (5)—2-#—15 10 = 150 nacina. 18

Posebno
» Neka je A skup od n elemenata. Odrediti broj elemenata partitivnog
skupa od A, odnosno kardinalni broj partitivnog skupa od A.

» Resenje:
» Partitivni skup od A je skup svih podskupova od A.

Kombinacije, varijacije i permutacije
sa ponavljanjem (SP)
» Hoka jo dat osnovni skup A = {a,, az, ..., @} 5a n medusobno razligiti

elemonata pri cemu se 1-ti eloment javlja k; puta, 1 <1 < n, tako da
ky +k,+etk, =

Definicija 2.1. Kombinacija sa ponavljanjem (SP) klase k od n
elemenata jo kolokcija od k (k > 0) elomenata skupa A, ne obavezn
razlicitih.

» Prazan skup je uvek podskup od A i odatle broj podskupova od A koji imaju
0 elemenata je (g) 5 &

v
v

Broj svih jednoclanih podskupova od A je (t)

v

Broj svih dvoclanih pedskupova od A je [;) '|‘

» Definicija 2.2. Varijacija sa ponavljanjem (SP) klase k ed n eleme
jo uredena kolekeija od k (k > 0) elemenata skupa A, ne obavezno,
razlicitih.

» Definicija 2.3. Permutacija sa ponavljan]em (SP) klase mod n
razll:ltlh elemenata, pri cemu so i-ti cloment javlja k; puta, 1=
tako da je k, + k, + -+ k,, = m je uredenje Eitavog skupamd
m elemenata u kome so plgmunti istog tipa ne razlikuju.

v

Broj svih tro€lanih podskupova od A je [;}

Broj svih n-toclanih podskupova od A je (:}

v

v

Odatle, broj elemenata partitivnog skupa od A je

@+ QDG+ G+ G2+ ()=
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Broj kombinacija, varijacija i

Primeri 2.1 - broj permutacija sa ponavljanje
permutacija sa ponavljanjem

klase m od n razli¢itih elemenata

» Ha koliko razlicitih nacina 2 duéaka (M) i3 duvuj:':icu (F) mogu oprat.
(‘ a

> P:"h"“'k"- broj permutacija sa ponavljanjm od n razli¢itih clomena
so i-ti oloment javlja k; puta, 1 <i <n, tako da je k, +k, +--+k,
(hy +hp 4o+ k) = m! = PRakefag v g
ik (it E + k)t
P, = e
» V% - broj varijacija sa ponavljanjem klase k od n elemenata
Pecnene-n=u%k=0,P=1
» C* - broj kombinacija sa ponavljanjem klase k od n elomenata (baz
ogranicenja na broj ponavljanja)

Tk _pkn-1 _ -4k m—1+k 2
=P _n'.m—m_( k )' k20 G5

» Refenje: Na P3° =
FFFMM, FFMFM, FF.MMF FMMFF FMFMF, FMFFM.

» Ma koliko nacina mozZomo 6 igracaka ravnomerno da podelw‘mo na tro
» Refenje: Na P:_.z (2+242)

221zl

= 5
» Rezultat fudbalskih utakmica se zapisujo sa 0-nereseno, 1-poboda
2-pobeda gosta szultat Cltavog kﬂlaj@ niz ud 12 cifara, gde CIfreuII

pobeda domac'ina, 3 neresene i 2 pobede gosta?

e 3 _ 12 _ 12111094
» Resenje: P372 = Tt - A2 20098 _ 44.10.9-8 = 792¢

Primeri 2.3 - broj kombinacija sa

ponavljanjem klase k od n elemenata

» Koliko ima kombinacija sa ponavljanjem klase 2 skupa {a,b,c}?
231 _ @1
L(i'\—‘l?'i'
» Koliko ima kombinacija sa ponavljanjem klase 4 skupa {a,b,c}?

» Refenje: cd = P27 [;__1;:,‘_ {:}: 6}_ 15 kombinacije 5P: aaaa, aaab,

aaac, aabb, aabc, aacc, abbb, abbc, abcc, acce, bbbb, bbbe, bbec, beee, ceocc.
» U autobusu je 10 osoba. Autobus staje na 5 stanica. Na koliko nacina osobe

moF_u zaci na tih 5 stanica u zavisnosti samo od broja njih keji izlaze na
Citim stanicama?

Primeri 2.2 - broj varijacija sa
ponavljanjem klase k od n elemenata

» Refenje: €5 = P}

= [;) = & kombinacije SP: aa, ab, ac, bb, be,
» Koliko ima varijacija sa ponavijanjem klase 2 skupa {a,b,c}?
» Redenje: ¥3=3 -3=9 : aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc.

» 32 zuba se svrstavaju u odredenom poretku: 0-izvaden zub, 1-
nijo izvaden zub. Koliko najviSe judi na svetu moze imati
razlicitih stanja svojih zuba?

» ReSenje: P32 =2+ 2. 2 = 237 = 4204 967 296 ljudi.

» Spil se sastoji od 32 karte. Ha koliko nafina moFemo izvudi tri
karte iz Spila ako izvadenu kartu vracamo u Spil pre vadenja
sledeca?

» ReSenje: Na V3, = 32 - 32 - 32 = 32% =32 768 nadina.

» Regenje: Ha svakoj od 5 stanica izlazi izvestan broj osoba tako da posle 5. stanic
izade svih 10 osoba. U zavisnosti od nacina kako su osobe izlazile na stanicama, |
dobijame niz od 10 nula i (5-1) jedinice. Odatle, na

T =P o (m+5—1) [ ) {14] "1312"—7‘13-11=m

21 nacin. 22

Procenat

» Jedan procenat jo stoti doo noke celine, u oznaci

9.3 Procentni racun

0 =_
1% =00
+ Procenat » Odatle,
ST 100
+ Odnos dela i celine 100% =755 1

» Posobno, u decimalnom zapisu

1
1% = 100 =0.01

» Osnovna proporcija procentnog ra¢una
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Procentni zapis racionalnih brojeva Deo izrazen kao izvestan broj stotih

delova jednog celog

» Racionalni brojevi mogu » Obratno, » Odreden broj stotih » Primeri

so prodstaviti u obliku 1 delova jednog colog

proconta: 25% = 100 ~a oznatava so sap i > 16% =7 =16-0.01=0.16
3 75 izrazava se u procentima 5,;
= = i 540=22 = 5% _54.0.001=0.
F-100 % 050 50 1 p% T lf:, e

030% = “[o0 ~ 10000 200 | ili u decimalnom zapisu, » 147% = —==147-0.01 = 1.47
3_4_0_40% p-0.01
5 100 TR 200 - pri comu jo
100 = =

3150 1oy B~ amog
Z 100 ‘

Osnovna proporcija procentnog racuna

Primer: 35%=35/100=0.35 Celina : Delu = 100 : )

» Celina: Delu=100: p odnosno Celina : Delu = 100% : p%
» Kako jo 100%=1, ukoliko operiSemo sa brojovima u decimalnom
zapisu, koristi se proporcija Celina : Delu = 1 : p%.

» Odatle, Celina : 100 = Deo : p odnosno Celina : 100% = Deo : p%
» Procenat

L T i

P = Celina ° =~ Celina
» Deo
o _ Celina T r i "
e0 = —go5— P = Celina - o0 = elina - p%
» Celina
Deo Deo
Celina = —- 100 = —
P p%

Primer 2

Pn mer 1 p Posle sniZenja od 20%, roba se prodaje za 48 000 dinara. IzraCunati:

a) za koliko je dinara snizena cena,
» Broj zaposlenih u jednom gradu u odnosu na prethodnu godinu se

povecao za 40 D00 tako da iznosi 200 000. Za koliko procenata se¢
uvecao broj zaposlenih?
» Rosonjo:
(200 00O - 40 000) : 100% = 40 000 : p% odnosno
160 000 : 100% = 40 000 : p% Sto znaci
160 000 - p% = 40 000 - 100%

-100% = - 100% =71 100% = 32% =

b} koliko bi iznosila prodajna cena da je sniZenje iznosilo 25% od prvobitne
» Resenje:
a) Prvobitna cena : 100% = 48 000 : (100-20)% odnosno
Prvobitna cena : 100% = 48 000 : 80%, gde je Prvobitna cena=Celina.
Odatle, Prvobitna cena = 222 - 100% = 600 - 100 = 60 000 dinara je sni
60 000 - 48 000 = 12 000 dinara. \
b) 60 000 : 100% = Novoprodajna cena : (100-25)% odnosno )
60 000 : 100% = Novoprodajna cena : 75%, gde je Novoprodajna cena=Deo
atle, Novoprodajna cena = 60 000 -— = 600 - 75 = 45 000 dlnara jep

100
ena da je sniZenje iznosilo 25% od prvobitne cene.

40 000
160 000

Broj zaposlenih se uvecao za %, odnosno za 25%.

Odatle, p% = 25% =)
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» Cena neke robe umanjena je za 4%. 7a koliko procenata treba povecat
novu cenu da bi se dobila prvobitna cena?

» Refenje:
» Oznacimo sa C prvobitnu cenu, a sa D novu cenu. Tada:

C:100% =D: (100 — 4% odnosno D = (100 —4)%- m =96%-C ‘-\ §
» 96% C: 100% = C: (100 + p)% odnosno |
100%C  100% _ 10000
(100 +p)% = %~104.167%

96%C _ 96/100 96
(100 + p)% = (100 +4.167)%

3to znadi da za 4.167% treba povedati novu cenu D = 96%4C da bi se
prvobitna cena C. 31

Primer 3.3

» Cona jedne knjige je najpre povvgc'ana za 50%, a zatim sniipna za
Cona druge knjige je najpre snizena za 50%, a zatim povecana za
Ha kraju je razlika njihovih cena bila 6 dinara. Kolika je bila prvob:
razlika u ceni?

» Resenje:

» Oznacimo sa x prvobitnu cenu prve knjige, a sa y prvobitnu cenu 4-’"
druge knjige. Tada,

|((x + 50%x) — 50%(x + 50%z)) — ((¥ — 50%¥) + 50%(y — Sﬂ%y)}l
|(150%x — 50% - 150%x) — (50%y + so%sn%y)\ =
150% - 150%x — 150% - 50%y| =
50%-150% |x —y| =
_ 600 _

50%-150% 5-15

odnosno, prvobitna razlika u ceni je bila 8 dinara.

lx—¥l=

Predavac: mr Tatjana Baji¢

Primer 3.2

» Svezo pecurke sadrze 90% vode, a susene 12%. Koliko kilograma
susenih pecurki se moze dobiti od 22kg svezih?

v

Rezenje:

v

Oznacimo sa x broj kilograma svezih peéurki, a sa y broj

kilograma sugenih pedurki.

» Kako suve matorije traba da je podjednako i kod svezih i kod 1
sugenih pecurki, to iz (100 —90)% - x = (100 — 12)% - y, odnosng. |
iz 10% - 22kg = BBY - y, jer x=22kg, neposredno dobijamo da jo ¥

10%-22kg 220 5 |
“—wo% s 9 39k
odnosno da se od 22kg svezih pecurki dobija 2.5ke susenih. 32
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